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概要

一様なボソン-フェルミオン混合多体系において，ボソン-フェルミオン間およびボソン-ボソン間に相互

作用がある場合にボーズ-アインシュタイン凝縮（BEC）の転移温度が理想気体の場合と比べどのように変

化するか調べた．ただし，ボソンおよびフェルミオンはそれぞれ 1種類，相互作用についてはボソン-フェ

ルミオン間は引力，ボソン-ボソン間は斥力相互作用とし，フェルミオン-フェルミオン間の相互作用につい

ては考えない．また，フェルミオンループを介したボソン-ボソン間の有効相互作用が引力となることから，

ボソン密度崩壊による系の不安定性についても調べた．本研究ではボソン-フェルミオン間相互作用の弱結

合領域および極結合極限を考える．

1 序論

1924年にボーズ-アインシュタイン凝縮（BEC）が理論的に説明されて以来，磁気捕獲やレーザー冷却の技

術の発展 [1] により，BECが実験的に成功した．また，外部磁場によるフェッシュバッハ共鳴を用いて原子間

相互作用の大きさや符号を自由にセッティングできる他，ボーズ系，フェルミオン系，混合系といった系の統

計性，トラップポテンシャルにより系の次元性（1D，2D，3D）等も実験的に自由に設定できるという特徴が

有り，実験と理論双方から興味が持たれている．

ここで系の統計性に関して，低温において，フェルミオンの場合にはパウリの排他律により１つの状態に１

つの粒子しか入れないので，多体系では低いエネルギー準位から高い準位へと順に粒子が詰まっていき，フェ

ルミ面を形成する（図 1.1）．一方ボソンの場合，１つの状態に入れる粒子数に制限が無いため，低温では最低

エネルギー準位に粒子が凝縮し，T = 0では全粒子が最低エネルギー準位を占める（BEC）（図 1.2）．

本研究では，フェルミ粒子多体系（偏極した 1成分とする）とボーズ粒子多体系の一様な混合系を扱い，ボ

ソン‐フェルミオン間に引力相互作用が有る場合の，相互作用変化にともなう状態変化の概要を述べる．ただ

し，ボソン‐ボソン間の２体相互作用は弱い斥力，ボソン‐フェルミオン間の２体相互作用は可変とし，フェ

ルミオン‐フェルミオン間相互作用は排他律より無視する．

ここで，今回考える系では，T ≈ 0のとき，弱結合領域 (散乱長 1/aBF → −∞)ではフェルミオンとの相互

作用による散乱が小さいため，理想ボーズ気体と比べて転移温度に変化があるものの，依然として BEC状態

にあると期待できる [2–7]．しかし，引力相互作用を強くしていくと，ボソンとフェルミオンが 2体の束縛状

態を形成する．*1この場合，束縛状態もフェルミオンであるので，この複合フェルミオンが新たにフェルミ面

を形成すると予想できる．つまり，ボソンとフェルミオンの数が同じもしくはフェルミオンの数の方が多い場

合，強結合極限 (1/aBF → +∞)では BECは起こらないと予想できる（図 1.3）．ここで，aBF はボソン‐フェ

ルミオン間の散乱長である．それぞれの場合において，ボソン-フェルミオン間の引力相互作用の強さによる

*1 フェルミオンと N体ボソン（N > 2)の束縛系も可能であるが，十分希薄な気体であるとして，2体相関以上は考慮しない．
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図 1.1:理想フェルミ気体のふるまい． 図 1.2:理想ボーズ気体のふるまい．

図 1.3:ボソン-フェルミオン間の引力相互作用の強さによる状態の変化．

BEC転移温度の変化について調べた．また，今回扱う系ではフェルミオンを介したボソン-ボソン間有効相互

作用は引力となり，ボソン密度崩壊により系が不安定になる．一様無限系ではトラップ系と異なりゼロ点振動

が存在しないため，ボソン-ボソン間相互作用の符号に依らずフェルミオン分極（多体および量子効果）を媒

体とした有効引力が生じる．この引力がもともとの斥力と拮抗する場合，ボーズ系が自己密度崩壊に対して不

安定になる [8–20]．崩壊後の状態は固体（結晶）になると予想されるので，本研究における希薄ガスに対する

有効理論では記述できない．そこで，前述のように，系を安定化させるためにボソン-ボソン間に斥力相互作

用を導入することとした．

このような系において，ボソン-フェルミオン間相互作用が弱い時に系が不安定になる温度および BECが

生じる温度の関係について調べ，ボソン-フェルミオン間の散乱長と温度の空間における相図としてまとめ

た [21]．また，強結合領域については，強結合極限における解析的な考察により BEC転移温度を導いた．

2 モデル

　本研究では，ハミルトニアン

H =
V2

(2π)6

∫
b†

p⃗

ℏ2 p⃗2

2mB
bp⃗d3p+

V2

(2π)6

∫
a†

k⃗

ℏ2k⃗2

2mF
a⃗kd

3k

+
1
2

V4

(2π)12

∫
b†

p⃗
a†

p⃗′+k⃗′−p⃗

gBF

(2π)3
ak⃗′bp⃗′d

3pd3p′d3k′ +
1
2

V4

(2π)12

∫
b†

p⃗
b†

p⃗′′+p⃗′′′−p⃗

gBB

(2π)3
bp⃗′′bp⃗′′′d

3pd3p′′d3p′′

(2.1)

で表される系を考える．ただし，1項目からそれぞれボソンの運動項，フェルミオンの運動項，ボソン-フェル

ミオン相互作用項，ボソン-ボソン相互作用項である．相互作用は温度が十分低く低エネルギー散乱が主であ

るとして，S波散乱に対する擬ポテンシャルにおける平面波近似を用いる．ボソン-フェルミオン間およびボソ

ン-ボソン間の結合定数はそれぞれ gBF =
2πaBF
mBF
，gBB =

4πaBB
mB
と表される．ただし，aBF(< 0)はボソン-フェル

ミオン間相互作用の散乱長，aBB(> 0)はボソン-ボソン間相互作用の散乱長，mBF は換算質量である．
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図 3.1:主にボソンの自己エネルギーに寄与するダイアグラムのみのファインマン図．

3 BEC転移温度の精密摂動計算

　まず，BEC転移温度を摂動的に求める方法について紹介する．相互作用があるときのボソンの 1粒子グ

リーン関数は一般に

G(ωn, k)−1 =
k2

2mB
+ Σ(ωn, k) − µB (3.1)

であり，zは振動数，ΣB

(⃗
k, z

)
はボソンの自己エネルギーである．今回扱うのは一様系であるため，運動量ゼ

ロで最低エネルギーであるとすると，化学ポテンシャルからの最低 1粒子エネルギーが 0になるとき，つまり

GB(0,0)−1 = 0のとき BECが起こるので，

ΣB(0,0)− µB = 0 (3.2)

が条件となる [22]．これより，ボソンの自己エネルギーを求めることで相互作用がある場合の転移温度を求め

ることができる．今回はボソンとフェルミオンの密度を固定した場合の転移温度を考えるので，温度 T での

ボソンの密度 nBから始める．

nB(T) = −T lim
ϵ→0

∫
k

∑
n

G(ωn, k)eiϵωn (3.3)

ただし，
∫

k
≡

∫
d3k

(2π)3 とし，以下この表記を使用する．相互作用しているボソンと相互作用の無いボソンの臨界

密度が等しく nB(TC) = n0
B(T0)とすると，リーディングオーダーでは

∆TC

T0
≃ 2T0

3nB
lim
ϵ→0

∫
k

[
G(0, k) −G0(0, k)

]
eiϵωn

=
4mBT0

3nB

∫ ∞

0

dk
2π2

2mB (
∑

(0, k) −∑
(0,0))

k2 + 2mB (
∑

(0, k) −∑
(0,0))

(3.4)

と書くことができる．ただし，∆TC = TC − T0は転移温度のシフトである．これより，ボソン-フェルミオン混

合系の臨界点近傍において，ボソン自己エネルギー
∑

(0, k) −∑
(0,0)の計算をする必要がある．

自己エネルギーに含まれる項として，摂動の最低次（一次）のオーダーから考える．この項はいわゆる

Hartree項（自己無撞着でない）になり，外線の運動量依存が無い定数なので，ボソンの化学ポテンシャルを

µB − ΣHF→µBのように再定義することで吸収することができる．臨界点は µB − ΣHF = 0で決められているの

で，平均場近似では臨界温度の値に影響を与えない．

次にボソンバブル 1つのダイヤグラム (図 3.1の 1項目)を考える．摂動論では，理想気体の TC 近傍、つま

り µB = 0近傍で計算すればよいので，内線運動量の小さい領域が影響を与える．このダイアグラムは内線運

動量ゼロの近傍でボソンルバブル部が発散するため，外線運動量ゼロ近傍で自己エネルギーは対数的に発散

する．一方フェルミ偏極によるボソン-フェルミオン結合からの低次の寄与（図 3.1の 1項目をフェルミオン

ループにしたもの）を考えると，内線運動量が小さい時フェルミオンバブル部による寄与は小さく，自己エネ
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ルギーに与える寄与もボソンバブルのものと比べ重要ではない．したがって，ボソンの自己エネルギーに主に

寄与する項のみを挙げたダイアグラムは図 3.1のようになり，以下の式で表される．

Σe f f(0, k) ≃ −2T
∫

q
B(q)

{
g2

BB− 2gBBg2
BFΠ(q) + [g2

BFΠ(q)]2
} 1
εq+k

= −2T
∫

q
B(q)[gBB− g2

BFΠ(q)]2 1
εq+k

(3.5)

鍵括弧の部分がボソン-ボソンの有効結合

ge f f ≡ gBB− g2
BFΠ(q) (3.6)

に該当し，Π(q)はフェルミ分極関数である．

Π(q) =
∫

p

f (ξp+q) − f (ξp)

ξp+q − ξp
(3.7)

自己エネルギー Σe f f(0, k)の小さい運動量 kに対する寄与はループ積分の低運動量領域による．運動量が臨界

スケール kcより小さい領域では，ボソンの 1粒子エネルギーが修正されることを考慮し，パワーカウンティ

ングを用いた書き換えを行うと，式 (3.4)の自己エネルギー部分の主要項は，

Σ(0, k)e f f − Σ(0,0)e f f ≃ [gBB− g2
BFΠ(0)]2

16mBT2

15π3

(
k
kc

)3/2

(3.8)

kc =

4πaBB

mB
−

(
2πaBF

mBF

)2

Π(0)


√

2
15π

4m2
BT

π
(3.9)

となり，転移温度 TC は次式から求めることができる．

∆TC

T0
≃ 2mBT0

9nBπ2
kc (3.10)

この式について，低温で，低エネルギーのボソンは長波長による大きい量子揺らぎをもち，オーバーラップ

し始める．しかし，ボソン同士の斥力相互作用により互いに反発し，結果として低エネルギー領域で状態密

度が減少する．これにより高温での低エネルギー状態の粒子の調和が容易になり，TC がシフトすると説明で

きる．

4 密度-密度相関と不安定性

次に，フェルミオン多体系と相互作用することによって生じるボソンセクターの密度崩壊不安定性について

議論する．この不安定性はボソン-フェルミオン間相互作用が強くなるにつれて最初に長波長密度揺らぎに対

して生じる．この臨界条件を得るため，ボソン密度とフェルミオン密度に関する熱的ポテンシャル Ωの 2次

の係数について調べる．

M ≡ 1
2

 ∂2Ω

∂n2
B

∂2Ω
∂nB∂nF

∂2Ω
∂nF∂nB

∂2Ω

∂n2
F

 = 1
2

 ∂µB

∂nB

∂µB

∂nF
∂µF

∂nB

∂µF

∂nF

 (4.1)

行列M の各成分は外線の運動量がゼロの密度-密度相関関数に反比例する．

∂ni

∂µi
= ⟨nin j⟩ 　 for i, j = B or F (4.2)
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さらに，圧縮率とは次のような関係をもつ．

κ−1 = −V
∂P
∂V

∣∣∣∣∣
T
=

∑
i, j

nin j
∂µi

∂n j
(4.3)

MBB = 0もしくは DetM = ０ のとき圧縮率が発散し，系は不安定となる．密度-密度相関関数を計算するた

め，以下ではランダム位相近似（RPA）を導入する．

密度-密度関数について，⟨nBnB⟩(図 4.2)，⟨nBnF⟩(図 4.3)，⟨nFnF⟩(図 4.5)に対する Schwinger-Dyson方程式

を考える．ただし，ボソン 2粒子の既約な相互作用部 (図 4.1)およびフェルミオン 2粒子の既約な相互作用部

(図 4.4)に対し，次の式を用いる．

ΓBB(ωl , k)＝gBB− g2
BFΠ(ωl , k)

ΓFF(ωl , k) = −g2
BF

B(ωl , k)
1+ gBBB(ωl , k)

(4.4)

ここで，Π(ωl , k)は有限エネルギーの運動量を持つフェルミオン分極関数であり，

B(0,0) =
mB

2π2

∫ ∞

0
dpn(εp) (4.5)

は 1粒子ボソンバブル関数 B(ωn,q) =
∫

p
n(εp+q)−n(εp)
iωn−εp+q+εp

の低エネルギー運動量リミットである．RPAの解はそれ

ぞれ

⟨nBnB⟩ =
B(0,0)

1+ ΓBB(0,0)B(0,0)
(4.6)

⟨nBnF⟩ = gBFΠ(0,0)⟨nBnB⟩ (4.7)

⟨nFnF⟩ =
Π(0,0)(1+ gBBB(0,0))

1+ [gBB− g2
BFΠ(0, 0)]B(0,0)

(4.8)

図 4.1:ボソン 2粒子の既約な相互作用部 ΓBB(ωl , k)

のダイアグラム．点線部がフェルミ分極関数

Π(ωl , k)に対応する．

図 4.2:ボソン-ボソンの密度-密度相関関数のダイアグ

ラム．実線のボソンループが B(0,0)に対応する．

図 4.3:ボソン-フェルミオンの密度-密度相関関数のダイアグラム．

図 4.4:フェルミオン 2粒子の既約な相互作用部 ΓFF

のダイアグラム．ボソンバブルの無限和を含む．
図 4.5:フェルミオン-フェルミオンの密度-密度相関関

数のダイアグラム．
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から得られる．⟨nin j⟩ は長波長極限での相関関数に相当するので，外部エネルギー運動量をゼロにする．式
(4.6)-式 (4.8)について，密度-密度相関関数は共通の分母を持つので，長波長の密度揺らぎに対する機械的な

不安定性は

1+ ge f f(0)B(0,0) = 0 (4.9)

の時生じる．ここで，ge f f は式 (3.6)のボソン間の有効静的ポテンシャルである．これより，系が不安定にな

る温度は

1−

−4πaBB

mB

∫
k


1
T exp

(
1
T

(
k2

2mB
− µB

))
(
exp

(
1
T

(
k2

2mB
− µB

))
− 1

)2

 +
[
2πaBF

mBF

]2 ∫
q


1
T exp

(
1
T

(
q2

2mF
− µF

))
(
exp

(
1
T

(
q2

2mF
− µF

))
+ 1

)2


 = 0

(4.10)

より求めることができる．

5 ボソンセクターの安定不安定領域の境界

前節の議論から，ボソン密度崩壊に対する安定領域と不安定領域の境界は，温度とボソン-フェルミオン間

結合定数空間において有効ボソン-ボソン間相互作用が消えるところである．ボソン-ボソン間の有効相互作用

がゼロとなる点は，

0 =
4πaBB

mB
−

8π2a2
BF(mF +mB)2

m2
Fm2

B

∫
q

nF
q − nF

q+k

(q+k)2

2mF
− q2

2mF

(5.1)

より求められる．1項目がボソン-ボソン間の斥力相互作用項，2項目がボソン-フェルミオン間の引力相互作

用項である．

密度一定，1/aBBn1/3
B = 10，nF/nB = 2の場合の弱結合領域での BEC転移温度 (実線)，系の不安定になる温

度（点の曲線），ボソン-ボソン間有効相互作用の境界（点の直線）を相図としてまとめたものが図 5.1である．

このグラフはボソン-ボソン間斥力相互作用の大きさ 1/aBBn1/3
B が大きいもしくはボソンとフェルミオンの密

度比 nF/nBが大きい場合の方が，ボソン-フェルミオン間引力相互作用が大きくなる方向にシフトし，ボソン-

フェルミオン間引力相互を大きくしたときでもより安定性を保てることが分かった．

6 ボソン-フェルミオン多体系の強結合極限

ここでは，ボソン-フェルミオン結合定数を大きくしたときも有効な定式化を行い，強結合極限での振る舞

いを定性的に議論する．ここで強結合領域とは，ボソン-フェルミオン 2体問題における束縛状態の閾値（ユ

ニタリ極限）近傍およびさらに結合定数を強くした極限のことである．ボソン-フェルミオン間相互作用及び

ボソン-ボソン間相互作用を考慮すると，求める散乱振幅は図 6.1にあるダイアグラムとなる．しかし，今回は

強結合の極限に興味があるため，簡単のためボソン-ボソン間結合 (図 6.1下段の 2項目のダイアグラム)は摂

動的で小さいとして無視することとした．このとき，低温近似および強結合近似を用いるとボソン-フェルミ

オンの散乱振幅は以下のようになる：

ΓBF(p,n) � − 2π

m2
BFaBF

[
iωn −

k2

2(mF +mB)
+ µCF

]−1

(6.1)
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図 5.1:密度一定，1/aBBn1/3
B = 10，nF/nB = 2の場合のボソン-フェルミオン混合系の相図．実線が BEC転移

温度，点の曲線が系が密度崩壊する温度，直線が有効ボソン-ボソン相互作用がゼロとなる境界である．各相

図の中央上部に有る「Normal」および左下の「BEC」の部分では系は安定しており，右下の「Collapsed」の

部分（色がついている部分）では系は密度崩壊している．

= +

= +K

KK

図 6.1:ボソン‐フェルミオン間相互作用の散乱振幅．実線がボソン，点線がフェルミオンを示す．フェルミ

オンの足をつなげることでボソンの自己エネルギーのダイアグラムとなる．

鍵括弧はフェルミオンの伝搬関数の形になっていて，これは複合フェルミオンのそれである．また，強結合

のとき µF + µB → −Bであり，ボソンとフェルミオンの化学ポテンシャルの和は 2体系の束縛エネルギー

B = 1
2mBFa2

BF
に漸近する．強結合極限においては，以下のようにあらわされる：

µCF � µF + µB + B (6.2)

BEC条件は弱結合領域とおなじであるが，ボソンの自己エネルギーは複合フェルミオンの伝搬関数を用いて

書き下すことができる：　

ΣB(0,0;µB, µF ,TC) � − 2π

m2
BFaBF

∑
k

GF(p+ k)GCF(k)

∣∣∣∣∣∣∣
p=0

=
2π

m2
BFaBF

∑
k

nF(ξ̄k) − nCF(ξ̄k)

ξ̄k − ξ̄CF,k
(6.3)

ここで，

ξ̄CF,k =
k2

2(mF +mB)
− µCF (6.4)

である．

BEC条件式およびボソンとフェルミオン数密度を固定して，BEC転移温度と化学ポテンシャルを数値計算

すると図 6.2のようになる．ここでは，nF = nB，mF = mBとした．図 6.2からわかるように，強結合極限で
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図 6.2:強結合領域での相図．右下がりのグラフが BEC転移温度 TC/εF を，右上がりのグラフが複合フェル

ミオンの化学ポテンシャル µCF/εF の変化を示す．

は nF = nBにより，すべてのボソンとフェルミオンがペアの束縛状態を組み，それがもれなく複合フェルミオ

ンになっている，という描像が成り立つ．これは，先に述べたようにボソン-フェルミオンの 2体相関のみを

取り入れた結果である．この結果，結合を強くするとこのようにすべてのボソンとフェルミオンがペアを組ん

だ時に，ボソンがすべてフェルミオンに吸い上げられてしまうので，BECの転移温度がゼロになる．これは，

温度によらないので量子臨界点である．今の設定では，(kFaBF)−1 = 1.14となる。mF = mBより，また，ここ

でも複合フェルミオン間相互作用（4体相関）が無視されているので，複合フェルミオンの化学ポテンシャル

はフェルミエネルギーの半分に漸近する．

7 まとめ

ボーズ粒子と偏極したフェルミオン 1種類の一様な混合系において，ボソン‐フェルミオン間の可変な引力

相互作用がある場合の系の BEC転移温度，密度崩壊が生じる温度をボソン-フェルミオン間相互作用の散乱長

の関数として調べた．このとき，密度崩壊から系を安定化させるためにボソン‐ボソン間の弱い斥力相互作用

を考慮し，フェルミオン-フェルミオン間の相互作用は考えないこととした．

弱結合領域においては，摂動論を用いた計算により BEC転移温度の変化を調べ，ボソン-フェルミオン間の

引力相互作用が強くなるにつれて BEC転移温度が下がる結果となった (式 (3.10))．また，フェルミオン密度

揺らぎを介したボソン-ボソン間相互作用が引力となることによる系の不安定については，系が不安定になる

温度を RPAを用いた計算により求め，ボソン-フェルミオン間の引力相互作用が強くなるにつれ高い温度で

も系が不安定になることが分かった (式 (4.10))．さらに，ボソン-ボソン間の有効相互作用についても考慮し，

BEC転移温度の変化および系が不安定となる温度に加え，有効相互作用が引力となる領域と斥力となる領域

との境界線 (式 (5.1))についても相図 (図 5.1)として示した．

ユニタリー極限近傍を除く強結合領域においては，強結合近似および低温近似を用い，簡単のためボソン-

ボソン間の斥力相互作用は摂動的に小さいとして考慮しないこととした．強結合極限ではボソン-フェルミオ

ン間の引力相互作用が強くなるにつれて BEC転移温度が下がり，臨界点で BECが生じなくなるという結果

が得られた．(図 6.2)これは，式 (6.1)にも見られるようにボソン-フェルミオンがペアとなった束縛フェルミ

オンが形成されることによると考えられる．
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