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　Abstract:　In　this　paper we　consider　the　equivalence　of seven　propositions　for　the

continuity of real numbers. The seven propositions are as follows :

　1) the theorem of Dedekind

　2) the theorem of Weierstrass

　3) the existence of upper limit and lower limit of bounded sequence

　4) the convergence theorem for increasing (decreasing) sequence bounded ａｂｏｖe（beloｗ）

　5) the theorem of Bolzano-Weierstrass

　6) the theorem of Cauchy

　7) the method of nested intervals by Bachmann.

We present here ａ very simple and explicit mehtod of the proof of the equivalence of the

above seven propositions.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　はじめに

　実数の連続性に関してはいくつかの同値な命題が知られている。そして実数の連続性を述べた書

には通常２～４つの命題の同皆既が示されている場合がほとんどである。

　この小論では実数の連続性に関する７つの命題を挙げ，それらはすべて同値となることを明らか

にした。この際，その証明法としては最も簡潔な形で与えることを工夫した。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　§１．定義と記号

　実数全体の集合をここでは召と書く。すなわち，召＝（－・・芦）とする。以下，大文字ﾉ1，且

…は召の部分集合，小文字a, b, ■■･は召の元とする。そし七数と言えば，すべての召の

元，つまり実数を意味するものとする。ここで§３への準備としていくつかの定義をあげておこう。

　　１）集合召が上（下）に有界であるとは，ある数ｚoが存在して，すべてのｘｅ　Ｅに対し

てｘ＜ｘ,（ｘ,＜功が成り立つときをいう。

　　２）集合瓦が有界であるとは，瓦は上にも下にも有界であるとき，すなわちある２つの数

ｘ，とｙo（ｚo＜jy,）が存在して，すべてのｘｅ Ｅに対してXo<Xくｙ，が成り立つときをいう。
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　　3）Ｘ，がＥの上界（下界）であるとは，すべてのＺＥ右………aこ対してＸくXo (Xo < x)が成り

立つときをいう。ここで，Joが瓦の上界（下界）ならばjｒo＜ル（ｙo＜功となるｙoも曰の上

界（下界）となる。

４）召の上界（下界）全体の集合を召とする。£に最/ が存在するとき，これ

を召の上限（下限）とよぶ。Ｅの上限（下限）を記号でsｕpj=（infノ1）と･かく。

　　５）瓦の最大値（最小値）をmaxE (min柏とかく√=……j‥‥‥‥‥‥

　　6）数列｛臨｝がｚに収束する，つまりlimxn =・であﾉるとは，任意のε＞Ｏ　に対して，

ある正の整数yｖが存在して, n>Nなる任意の４に対して十八－パくε　となるときをいう。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■■　　　■■■■■■･　・　　　　　-　　　　・　　　７）数列仁○が与えられずいるとする。犬このときこﾆφ数列頂上極限玉血臨と下極限玉mxn

とを次の式で定義する：　　　　　　　　　　　　　　　　　……万に＼jJJ　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　虹皿Xn= sup inf 飢。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4→･o　　　πツ1　片之n

ただし，上の２つの式の右辺の値は存在するものとする。

　ここで，§２への準備としで数列し丿の極限に関する:よ;ぐ知＼ら万れた性質を次の補題の形で挙げ

ておこう。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　八入

［補題］数列｛ｚｊがある。このときlimz｡＝ｚであるための必要十分条件は

　　　　　　　　　　｡　　　　　　←・　　　　　　　　　　　　　　　　■　　■■　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　limxn= limXn = x　　　　　　…………=I:

となることである。

§２．７つの命題‥:

この節では実数め連続性を示す７つの命題を与えよう。

　命題1 (Dedekindの定理）次の２つの条件

１）

２）

R=Aり召、ｊ≠φ、Ｂ≠φでｊｎ

ａＥＡ√ｂｅＢのときα＜ろ‥‥‥　　‥I

が満たされているとき，ある数心が存在して
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Xo = max Aか又はXo = min召
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のいずれかが成り立つ。　　　■■　　　■　　・　　　
■　　　　　

・　　　　･･　　　　　　　　　　　　　　　

■
　　　（注）１）のλ∩召さφよりXo = max A = min召となることはない。　　＼

　命題2 (Weierstrassの定理）曰が上（下）に有界ならば召の上限（下限）尨が存在する。す

なわちXo = sup E ( inf E )となる。　　　　　＜　　　　　　　　　　十　　：　　　　　　　　　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　命題３（有界数列の上極限と下極限の存在）数列｛心｝は有界数列とする。このときlimxnと

limx。とは共に共存する。

-

π→ａ）

　命題４（上（下）に有界な増加（減少）数列の収束性）上（下）に有界な増加（減少）数列{ Xn } "-1は

　収束する。すなわちある数ｘoが存在してlimxn = Xoとなる。犬

　命題5 (Bolzano-Werstrassめ定理）無限集合瓦が有界ならば，瓦は少なくとも１つの集積

点を持つ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　犬

　命題6(Cauchyの定理）数列{ Xn } "-1がCauchy列脊なすとき，すなわち,･任意の尽＞ﾄOに対

してある正の整数yｖが存在し√Ｎ＜加･くzlを満たす任意の整数ｍと４に対し，　　　　こ

い４－ズか＜εが成り立つとき，ある数ｘ，が存在して1imｓ＝ｘoとなる。　　　レ
　。　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π→αひ

　命題7 (Bachmannの区間縮小法）し有界な閉区間列｛ム｝ｙl（か∠［ａ。臨］，臨く配）が

ｊ
　
　
ｊ

４
　
　
L
Ｏ

Llj⊂ム「7z＝」，2…），

1im（配一広）干０

を満たすとき，ある数ｚoが存在して，

　　　　６）

が成り立つ。

｛絹＝ ∩ム

ほ=1

　　　　　　　　　　　§3. 7つの命題の同値性の証明

前節で挙げた７つの命題が同値であることを以下に証明しよう。このためには，　　　¨

　　　　命題１⇒命題２⇒命題３⇒命題４⇒命題５⇒命題６⇒命題７⇒命題１

であることを示せばよい。以下７つの場合に分けてこのことを証明しよう。　　／
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I…
……=

〔1〕∧命題ﾚ1⇒.!命題2………=…………………………∧…………j…………::lﾆ.ﾉ……万ﾚﾚﾚつ/j/＼ﾉ(:･･＼………:.…………j…………:･……………1………………

(証明)ﾉ召は上に有界とすjるぷ:Ｅの上界全体卵集合奏丿四ﾉ:ﾉjと11万しﾑ::↓=

I1万j

A〒R＼Bとする．ニこの

＝ＡＵかで△Å∩=召ﾄ＝ﾄφ＞となるよﾉまた召∧は上心有界首舵る=ﾚかﾉら二程≠φ……万とな岑よ)いまｘさときR=A:Ｕ召でÅ∩=召十六φ……孝･Iな.るj……ま..だ･召，

Ｅとし, y<xとyなる二丿斎:とる宍と√ﾀ=九回Ｒ=であ藻か

さ｡らにaeAづ心底召とすれば√:七くろとなるノなザ曹

　　　　゛･/･ . ¶　　・　　　　－　I・一一　・　　－････ ・　　･.･･　・ .･･　－

さらにaeAづ心底召とすれば√:七くろとなるノなザ曹＼ら↓………a･1

φに反するｸからである．……………j……………=……………………∧……万万一万･ﾉ……j……:J..･･j･
･1･.111･.1万.i･J

以上により▽λと召＼は命題丁ﾚ慨条件」)とﾆ2)ﾚを満=九＼レ

　　↓):　＼　　　　　　　，ニ＼……1･･.･Xo：フ.･ｍａｘルノ∧＼ﾀﾞﾉlj ＼.1:･,･j.･::j･.:..I

　　2)一一　　　　　　　‥‥‥‥‥‥‥:.=･1･・Xo
= minﾚ召二………∧………〉1……I.:･･

．

のうちいずれか二方が成柾立つふｿﾞ今の場合はし2)……力.ﾇね

すると，;ａ亡力であるから。カノダ召ノよっであるプ……

Xo +･ぶレ丿
３） ‥・　がWり｜“~あ＜ヱ

とｕ（上緋ヤ坤聯粘卜≠弩午
　　■　　　　■　　　　　　■　■　　　　　　　■　　　㎜　　　　・

れる。尚これはÅ∩月三･φ尚に反す=石ノよっ七Ｌ):･は成/りｿ立九万

4)jからにo＼は:召の上限となる。＼………………＼　……jy.……ﾉ＼ﾉ………=:1=1･

　召が下に有界であるとき/も同様にし七証明するこ=七がで

〔＼2〕命題２⇒命題31

　　万　　（証明）｡αニ･

有界数列Tごあ/る。十よ=

管ﾀﾞﾉ(緋九牛卜卜………L

らで命題２より＼inf‥糾∧は存4

‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥1･.･れ之1犬．･　　．．

　　　　　　　　　-　　　　　・　■　　　　　■　　　■　■あるから, limxnは存在する=。 次仁＼玩し=血f･臨上

　　　　　　　　＝･a→t蜀　　　プ　　=レレ　　パ∧。……ら＼

から，し丿も有界数列=であるレよ＼プで命題2｀よ

j卵伝言sup infくれよli

φ（〉　………心ト暗紅………:………=I写

であるからlim ｚ。 の存在が示されたふ……lim X｡･.･4

　　　　　　　●←　　　　■　■■■　■■■　　■■　　皿　　・　　　　　　　　　一昨→∞　　　　･.･‥･=　　　.・　　　.･g→α3･

十　　:〔3.1〕命題３⇒命題こ4○……………万…………………

　　　　レ（証明）｛臨｝工,ﾆは上に有界な増加数列I

㎜　・　　　　■　　　　　　　　　■■■　　　　　　　　■　■■limxnと玉�ふくとは共に存在するノそこで干‰}ｹﾞはJ4

rr゛゛一一　　盲二こ７･　　　‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥i‥‥‥‥‥‥‥‥=..･･.･　　.=‥‥‥‥‥ト1………

ようて§＼1＼め最後の七こヶろで与えﾚだ補題に=より数列ﾚ

列の場合にもﾌﾟ同様にして｛恥ごトが収束するTこﾀﾞと

{･ 4･〉}命題⇒命題/5

（証明）£を有界集合とすると，万ｲ壬意のﾚﾔ必

∩よj.1･j･う..･てん≠φとなる．

ず………=･j,.･ld･亡.･召･･･=と･.･Iなって①Å∩召＝

函]るく数ﾄ1oyが存在して，

∧もししﾉ↓)……力i成り立つと

Tiトとﾉなﾉるぷ･よって

如＼や……警Ｏ回ら

成ﾉりﾚ立う了〉従:つて§↓の

るｻこ七から｛臨｝も

　　　■　■　　㎜sup Xk =山ｍ広で
ﾝや1……ぶi‥‥‥‥a-'ミ

が有界数列であること

Tとしとができる6（証終）

有界数列と尨るから

玉ｍｚ。となる。
し………;,1.町こ?？.I……………盲ぶぶこ.･.一

寸冰ﾅﾉが下皿有界な減少数
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と> (Xo<>)が存在する。いま［ｓ，ぞ丿戸?］∩耳が無限集合の,とき

とおき，［心，

ときには

Xt =ｘo, ｙ＼

χ1二＝

ニ登二い≒　瓦ニ［２;り3’1］∩£
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とおく。そのとき，呂は無限集合となり次のことが成り立つ:

　　　゛oくj゛1＜y1＜yo･ y' － ゛1 ニとこチ9．

　さらに, Xo, >, EからエI, 3'!， 召1を作った時と全く同様にしてXl ， 3" ， 瓦からX2, yi.

瓦作ることができ，このときには

　　　　　　Xi < X2 <^や＜心，や－ｘ･＝とﾁﾞ!＝とjｸﾞ，瓦＝［ａ･，ｙ,］∩瓦，　　II

ここで，ふは無限集合で, X2<X<や（ｘｅＥ，）が成り立つ。

　以下全く同様にしてＸｒ-＼，ンａべ，Eaべが得られたとき. x≫, y。瓦を得ることができ，次のこ

とが成り立つ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　泗-l一気-1X≫-iく゛二み二ｙ^-1’ｙ‾゛ニ　　２
yo＋尨

瓦＝［心,泗］∩瓦-1

ここで瓦は無限集合で，ｚ｡＜ｚく（ｚＥ瓦）が成り立つ。よって次のことがわかる：

　　　　　　　　　　　｛心｝み1は上に有界な増加数列，

　　　　　　　　　　　０ｊr=1は下に有界な減少数列。

従って命題４よりあるρと９が存在して

　　　　　　　　　　　　limx = p, limvn = q

となる。ここでｐ＜ｇであるがQ-P <.と｛ｸﾞ(n= 1,2,…）であるからρ＝９となる。

この共通の値をｚoとすると，ｚoは£の集積点となることはただちにわかる。（証終）

　　　　［５］命題５⇒命題６

　　　　（証明）数列｛臨｝をCauchy列とする。いま集合召を次のように定める：

　　　　　　　　　　　　　　　　　E = {x^＼n= 1,2,…｝
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このとき，Ｅは有界集合となることから，命題５により£は集積点jaを持つ。　これより｛ｚ｡｝か

ら適当な部分列｛み｝岸1を選べば，　　　　　　　　　　　犬

　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　limxよきｹﾞｽﾞo　　　ノ］ﾄl:ノ…………:いく::1:　‥‥‥‥‥

となる。ところで｛気｝ｙはCauchyであるから　　　　　ニレ万:

lim Xn = Xo
n→CQ

となって命題６が成り立つ。（証終）

〔６〕命題６⇒命題７

（証明）:　臨巳ム仇= 1,2ﾄ，…）なるぬ＼を選ん

　　　より

lim

n→∞

}･;LIしを考える。このとき，条件

(1)｡－ａ｡)＝0√　α｡<.x.<.b. (n> 1)

であ石から｛ｓ｝。５，はCauchy列をなす。よ･うて命題61こ≠:位,宍………画石ぷ，が存在して11m Xn = Xa

となる。このときα,≦JX,二配（４ン１）となるからxoenムノである。とこ=ろが∩ムはただ１

点だけからなる集合であることはlim(6,一心＝Ｏであることがわかる。従って{Xo} =∩ムと

なる。（証終）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼犬

〔７〕命題７⇒命題１ニ

（証明）α。∈んろoE≡召とする。いま

α1＝

の十ろo

とおき，を{ﾆ??･∈召のとき

αa十ろ，

２
Ｅｊのyとき

h＼　＝ ｂｏ……ﾄj:

４十ゐo

２

ai = a。6, =

とおく。このときαIEλでbj三Ｂであり

Oo ■^ ai七夕．＜わ,に如ｿﾞﾂﾞ911＝ろoて゜

が成り立つ。従って, /o =［・，＆］/l =［αしろ1］と･組

　　　　　　　　　　　　　　　　　　71⊂ム

となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。、　　　ﾄI……………

　このような方法でふ-1とし√が得られたヶふ/巴士ﾚｻﾞｻ☆ﾊﾟ＼のときば

　　ａ･－1十＆－1　　　　　　し　レ
α4＝　　　2　　　’ﾀﾞﾆわ゛ｌｏ…………
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Ｅ召のときは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　an-t
+ bn-i

　　　　　　　　　　　　　　　an= an-1、　配ニ　　２

とおいて、（ｋとしとを作る。このとき心≡ふ似≡召でしかも次のことが成り立つ。

　　　　5）　　an-＼＜α、< bn <b｡-l、配－α｡＝｀‾旨α4-1　＝特戸。

よって」しI＝［α｡-,十＆一I］，ム＝［a^, bn］とおくと，

ム⊂ムー1
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従って，区間列｛ム｝こ=1（ム＝［α｡，＆］，α｡＜＆）は命題７の４）と　５）を満たす。よって命題

７によりある数心が存在して

６） ｛幻＝ ∩ム

･=1

となる。このとき球三Åか又は為ＥＢのいづれかであるが，以下為∈Åのときには為

ふそして;。)∈３のときはXo = minBとなることを示そう。

= max

　いまがΞｊとしてxb = maχｙ1となることを示そう。もしj。,≠maxylであるとすると，あ

るαＥｊが存在してＳ＜αとなる。ところで５）より，

　　　　&o一α，
bn-an =　　２゛

であり，しかも，α－ｚ,＞oであるから，几を十分大きくとると, b,,―a｡＜α－ｚ，となる。この

とき

７）
＆十（為一心〉＜α

となる。また６）よりすべての，Zに対してα｡二liく6，であるからXo ―a^Oとなる。よって

７）より配＜αとなって，命題１の条件からａｅＢとなる。もともとαＥｊであったから，

これはλ∩召＝φに反する。この矛盾はｘo≠ma.xAとしたことから生じた。よってXo = max

λでなければならない。

　全く同様にしてＸＪ三Ｂのときには, Xo = min召であることを示すことができる。（証終）
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