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Abstract: In this note we shall investigate the mathematical structure of Da-lattices, which

are only infinite system coming from 2-adic codes. Firstly, we show that their theta

functions　become　holomorphic　modular　forms　of　weight　ｎ　with　respect　to　certain

congruence subgrops ｏｆＳ£2(Ｚ).Secondly，ｗe decompose them into Eisenstein Series and

cusp forms. As the application we obtain the following two facts : (1) Every even lattice

　Λ⊂召6 such, that Λ*／ＡヨＺ／２ＺＸＺ／２Ｚ must be £Vlattice. (2) We can construct ａ cusp

form and also new form of ro(2) if zz≡O(mod2)ａｎｄ the dimension of the space of a11

cusp forms of weight ４ with respect to SL2 (Z)く１．

キーワード：Ｄ。型格子，正則保型形式。

結　　果

　既約な根格子はWittの構造定理によらて作られるCoxeter-Dynkin図形により，４０＞１)，

仙(尼二４)，£(６＜Ｚ＜８)型に分類されるが，この中で２進符号から得られるものは，ふ，

Ｄａ血＞２), Ｅ７,Ｅ８だけである(例えば,Ebeling2)Chap.1参照)．本論文では,その中で唯一つの

無限系列であるＤ。型格子について調べる．一般に,格子Λのデータ関数ΘＡ(上半平面7で上の関数)を

次の式で定義する．

ΘÅ(ｚ)＝Σ，戸１ (ｚｅＫ)

また，Λの双対格子をＡ'で表すことにする. D2.型格子をj％で表せば，D1／7E)ａヨＺ／２ＺＸＺ／2Zで

あるが，より一般に次の定理が成り立つ．

　定理１　ΛをΛ'／ＡＥＺ／２ＺＸＺ／2Zであるような加次元偶格子とすれば，ｅＡはri(4) (定義

は2.1を見よ)に関する重さ４の正則保型形式になる．

正整薮7z ，上半平面亙の点ｚ，呪上の関数f，　ＧＵ(ｚ)の元丿寸

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ｃ

ｊむ
　
ｄ

に対して



２

az + b
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　　　　　バ人之)=cz十d

　　　l　(ylぶ) (z)= (detA)2八八丿)一町(ル)○

と置ぐ、Ｄｍ格子のテータ関数をΘ2.で表し、Γ(ａ｡)を

　　　　　F(Θ2.)＝{7Eｓ£･2(ｚ):Θ2該7＝Θ2j　し

で定義する｡Γ(Θａ)は次のようになる．　　　　　ｌ

(1997年)＼自

(1.1)

　　　　　　　　ro(2)　　　　　　(n=Q (mod･2)),

定理２　Γ(Θ。)＝

{　　　　　　　　　　　
……………　＼……………=‥‥‥‥‥‥‥

　　　　　　　　Γ１(４)　　　　　　仇≡1(ｍｏ.d2))｡

一般にSL2 (Z)の指数有限の部分群Γに対してょΓ＼に関する重宍さ雀の正則保型形式の全体からな

る線形空間を訂｡（Γ），尖点形式の全体からなる部分空間を＆（Γ

Petersson内積に関する直交補空間をがべΓ）で表す｡ニガ,(r(e:。）

,（Γ）における＆（Γ）の

元は,::４＝２の/ときiであ

り。z＞2のとき２であるが，基底は次の▽Eisenste如,級数によらて与え程れ乱･χ，で自明な，戈

でmod4の原始的なDirichlet指標を表すものとし，χl，影∈{:χ

る．また，民,ゆで指標χ1恥のπ番目の一般化されたBernoulli

　Cｶ
　Σ

斑＝

a (zi,χ2 ; n)

と置けば，

となる．

αo(χt，χ2
ゆ
！ ０＝

ム(ｚ；乱万)＝

－

ｍ-ｓこL(s,χ1)£(了Ｔｎナ１，しχ２),ｙ

ｌ　　　　　　　　　　　　　ｊ　　＼

-
８

-°≪,XiXi

　　2刄

Σ

琲＝０

をχ1χ2(－1)＝(－1).^とす

表し, Ｂｎｆ Ｂｎ,ｘ６で表す．

価声2に才χ1＋1χ2°χo)i

(その他の場合)，

α．（χ１，χ2 ; n) e““２

Ch (2 ; X。

Ｇべｚ；ハ

(ｚＥ亙)

加)

χ,)①Ｃべ２ｚ；か,つわ)

Ｑバ２；χ。χ)RCf.{2z- X,χ,）

(7z＝2)，二　十

(μ≡0 (mod 2), n>2),

(４≡１(ｍｏｄ２))

ここで，次に正規化されたEisenstein級数を考えるごとにする1.ダ

　　　ｌ　　･の(か，χ；０一ソベｚ；χ．え)………(yﾂﾞ･I≡1ﾉ:().･mod 2))ソ

　瓦1)(ｚ)＝

↑　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

＼

　l　　　　α,(Ｘ ０,　Ｘ０　･，　ａﾌで)-'Mz;χ,レわ)………(≪=0てｍｏ･d2)).･

　　　　　　几(ｚ；χ，ん)　　　　　　　　　　　(ﾊ≡I(mod2)),

　召夕(２)＝

[　　　　　　　　　　　　　　　　

▽　　　……=･j　……=　…………=:

　　　　　　の(Ｘｏ, 　Ｘｏ;功~V≫ (22;か，か)　仇≡O･(mold 2 )).

n= 2のとき，訂2＝(Γ(ａ))＝ぶ(Γ(Θ,))となるので，ａ＝幻)を得る．そこでn>2とする．

このとき　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニ　ダ　　ト　　:.　　し･　　■

　　　　Q2n = XnE?十ｙＪ堡十Ｆ　　　　　　ニ犬　十　　･.1万:　　▽　……　……=1.･　〉……　……

を満たす２つの複素数ocみと＆(Γ(Θ．))の元Ｆが一章に定まる．結果雌次のとおりである．



定理３　n>2とする．

a:n = ■

馬＝
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１

－１十(－Ｉ)ゲ”‾l

　　　22n-l

刄(－1)(1‾3”)／222”‾1

　　　　民,ｚ

(2－(－1)”)22゛1

　　　227゛－1

(7z≡I(mod2)),

(４≡O(mod2))，

{n= I(mod2)),

(7z≡･0(mod2)).

３

　定理３のｘ｡,泗を用いれば，ａ｡Xn Hdn y｡瓦9)は＆(Γ(ｅ。))の元，即ち，Γ(ftjに関する重

さ４の尖点形式になる。これをΞ｡と置く。

　さて，瓦格子は８次元ユニモジュラー偶格子であるが，逆に，８次元ユニモジュラー偶格子Ａが

瓦型格子になることを，ΘＡ＝且1)から導くことができる(Ebeling2)Ｐｒop.2.5参照)。この事実の

類似として次の結果を得る。

定理４　ＡをＡ'／ＡＥＺ／２ＺＸＺ／2Zであるような６次元偶格子とすれば，ＡはＤ６型格子であ

る．

　次に，几を偶数とするとき，＆（Γ（ａ｡））＝＆（Γo(2))は部分空間

　　　　　＆（Γｏ（２））＝＆（Γ（１））旺）び（２ｚ）：／∈＆（Γ（１））｝

及び，その直交補空間＆（Γｏ（２））との直和に分解される．ｄｉｍ＆（Γ（１））＝１の場合を考える．

その正規化された基底ふ（＝瓦汐12△）を用いれば，

　　　　　Ξべ2) =Znふ（２）十心ふ(2x)十Fo（ｚ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(1.2)

を満たす2つの複素数Zn, 　tiJnと＆（Γｏ（２））の元凡とが一意に定まる．

　定理5　，zを偶数とするとき, (1.2)を満たすｚ。とｓとが具体的に求まる(§3.5).従って，ａ

(Γｏ(２))の元

　　　　　Θｋ(ｚ)一臨瓦I)(ｚ)一狗E9)(ｚ)－ふふ(ｚ)一心gX2z)

を得る．

2｡1合同部分群r.(2), r,(4)

保型形式にづいての準備

正整芦･l,上半平面侃の点・丿の関数了とＧＵ(R)の元ｊ＝ﾋﾞ　j;]とに対し右次のように

定義する．

　　　　　α(ｊ)＝ａ,　b(λ)＝b,　ｃ(ｊ)＝ｃ,　ｄ(A)= d.

また，ル,ノ(ん２)，げ|丿)(ｚ)を(1.1)のように定義すれば,　ＧＬt(召)の任意の2元ん引こ対して，

　　　　　ylぶ£＝(,/71ぶ)IJ　　　　　　　　　　　　　　犬

が成り立つ(例えば, Miyake"の§2.1参照)．　　　　　　　　　ニ



４
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本論文では、ＳＬべＺ、)の次の2つの部分群を扱うことになyる．　……………=　　　……

　　　　Γｏ(２)＝{ＡＥＳ£２(Ｚ)：c{A)≡Ｏ(ｍｏｄ２)}√

　　　　r, (4) = {A∈≡ＳＬ、(Ｚ)：α(λ)－１≡cU)上≡diA)-l≡Ｏ(ｍｏｄ４)}．

これら･の群の生成元を記述するために，次のように置く

ＪＩ
　
Ｉ

Ｉ
　
Ｄ

このとき，次の事実が知られている．

補題１

補題２

(1)

(2)

｣･¨

(例えば，

１　０

１　１

Rankin*'参照)．

Γｏ（２）はびとW2で生成ざれる．

Γ１（４）はびとW4で生成される．

Γ１（４）はＳＬべＺ）の部分群で－7を含まないでものの中］で，極大元である．

2｡2作用素ω｡とTn

∂ 一

一

ωａ=

{で

に

仇≡Ｏ(ｍｏｄ２))，

(４≡１(ｍｏｄ２))，

ﾉ］

(2.1)

と置けば，ωｙΓ(Θｓ)ω｡= r(a｡)が成り立つのて?,二万･万一任1意のブゾＥＭ，(Γ(ａ))にj対して，

几ω疋訂べΓ(Θ2.))が成り立つ。特に，

2
７
心
七

－　
ｙ (ZZ≡､OI(mod2))、

(４≡1(mod2))

と置けば，正規化されたEisenstein級数Ｅ≒Ｅｙについて

　　　　　瓦1玉ω｡= CnEf,　　　　　　　　　　　………

　　　　　召y)にωＪ==(－１)≒≒瓦1)

(2.2)

(2.3)

が成り立つ．また，任意のμ≡＆(ly(ｅ。))に対して，几φよ≡s≫(r(aj)も収り立ち,バzが偶数

のとき,イ∈≡ぷ(Γｏ(２))に対して，ルωＪ三斗(Ｐｏ(２))ｊが成り立う．　十

4が偶数のときづＥＭべＶｏ（２））に対して，トレース写像脊｡を

　　　　　Ｔｒ,(/)=/十/|ぶ十几Ｗ　　　　　つ　　＼＼　　　＞　　　　∧　　　　＞

によって定義する. {/, V, W)はΓべ4)＼Γ(1)の完全代表系だか＼ら，Ｔｒ。(ﾌﾟ)亡訂べΓ(i))である

ことが分かる．特に，戸≡肛べΓ(1))対しては，　　　　　　　　十　　　ト

　　　　　Ｔｒ．Cf.)=3/,　　　　　　　　　＼　　‥‥‥‥‥＼　　　ト　　　＼

　　　　　7気(,几心)＝21イｎ(２)／　　　　　　　　十‥‥‥＼　　　ノ　　　　＼

が成り立つ．但し，几(２)は訂.(Γ(1))上のHecke作用素である．ま=七卜

ては、Ｔｒ．(y)＝oとなることも分かる．
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５

　　　　　　　　　　　　　＼　　　　，　証　　明　　づ●●●　　　　　●●●　　　　　　　　　●●　●●

3.1定理1の証明　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し　　　　　　　　　　‥‥‥‥‥‥

　Ａを定理１の仮定を満たす翫次元偶格子とするjまず，Ａは偶格子窓あるから/，◇十

{ｙ：か≡Ａ}⊆２Ｚである．従って，　　　　　　　　　　　　‥‥‥‥‥‥‥‥j‥‥‥‥　‥‥

　　　　　(Θ乱び)(ｚ)＝ΘＡ(ｚ＋1)＝ΘＡ(ｚ)ニ　Ｉ　　　　　＼　ト　　　　　　　　(3.1)

が成り立つ．また，Λ'／ＡヨＺ／２ＺＸＺ／2Zより√2A*⊆Ａとなるのでﾚ{(2y)2:丿∈Λ*}⊆2Zと

なる．従って，　犬　　　十　　　　二　　　十　　　十　．････．．･･　　　　　･．．・　・．　＼＼．

　　　　　(ΘＡぺび4)(ｚ)＝ΘＡ･( 2 + 4 ) =0A･(ｚ)　ニ　　　　　　　　上　＼　　　　　　　　(3.2)

が成り立つ．　ト　　　　　　上　　　　　　　　　　　　十　　犬　∧‥　　　　　　ニ　　‥

一般に，24次元格子Ａについて, Poissonの和公式からレ次の式が成り立つよ

　　　　　(Θ乱四＝に(Λ＊：Ａ)-１ダ2ΘＡ･　　　ニ　　　　　　　ト　　　ト　尚

今，Λが定理１の仮定を満たすとすれば，Ａ'／ΛヨＺ／２ＺＸＩＺ／２Ｚ(Λ*／Ａ)＝４，従らて，

　　　　　(Θ乱四＝か2-1eぶ　　　　　　　　　　　　．･．・．･．　　　･･．･　　　　．･(3.3)

となる. (3.3)と(3.2)とにより，ΘAI｡W4＝Θ辻ｙび-4 ｙ-1 ＝(ｅ乱四|万一4y-l　　ニ

＝(戸2-1ΘＡ･)|万一4 ｙ-1 ＝戸2¬j(ΘＡ几び犬)lｙ-19に2-1Θパぶ-' =eAとなり，＼

　　　　Θ辻W4＝ΘＡ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3.4)

が成り立つ．偶格子Λについては，ΘＡの正則性は明らかであるから, (3.1)と(3.4)と補題１とから，

ΘＡＥ訂,(Ｐ１(４))が示された，これで定理１は証明された．　　＼　　　‥‥‥　　　‥‥‥

3｡2定理２の証明

　格子Ｄ２ｎは定理1の仮定を満たすから，Γ(Θ2j)⊇Γ1(4)である．そこで, nを奇数とすれば，補

題２より．Γ.(4)がSL2iZ)の部分群で－7を含まないものの中で極大元であることから，　　　し

Γ(Θ．)＝Γべ４)が分かる．次に，几を偶数とするトこのとき√DI。の全ての元に対しでずＥＺが成

り立づから，Ｄ１のデータ関数をΘITで表すとき，次の式が成りﾉ立づ，　　　　　＼　　　十

　　　　　Θこしび＝ｅこ(２＋2)〒Θこ　　　　ト　　　＜　　‥‥‥　‥　　‥　　　(3.5)

従って. (3.3)と(3.5)とにより，Θ2ムＷ２＝ａムソび¬２Ｆ９＝(ａホｙ)|刀一2 ｙ-1 ＝　　　∇　　　十

(戸2-1)(ΘこしＦで)＝(戸2－1)(吋2Θ2.)＝Θ2λなり，　　Ｉ　ト　　　十　　　　　　　　　上

　　　　　ａ乱県＝Θ2，　十　　　　　　　　　　　　　　　十　　　　　　　　　収の

が示された．この結果，補題１から，Γ(Θ2j)⊇Γo(2)が分かる．ｙＦΓ(Θ２．)からΓ(e2.)≠ＳＬ，(幻

であるので，Γ(Θａ)＝Γo(2)が証明できた．つ上　　　＼犬　　　　　　　　　　　　　万

3｡3定理3の証明

n>2とし，

　　　　62≫=x,^び)十ynEf十Ｆ　　　　　　　犬

　　　　　Xn, y≪e C, F^SnCΓ(e2.))

とする. (2.1)から　　　　　　　　コ　　　　ト

　　　　　Qln nCl)n= XnCj:ぶ)十泗(－１ｙＧ１万召乎)十Ｆに吹

を得る．一方，

(3.7)

(3.8)
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訂

3

(Γ

1

∧(4))ﾚ＝､C扁P田CE?･であくるかこらこ

…

……

……

=

.

ﾉ二二j･

､=､.

に∧JIﾉ

I

∧∧……J

・・　＼ﾄ………尚尚ΘÅ･=ﾓ=ひ瓦1ト＋･vEfﾚ‥･･　十九　ニト十＼六万…………:･………､･ ･.･1･=1･j.･･.･J･.･.･:･･
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乱＼う

･丿

＼壮丿☆戸石昨よ……Ｂ

３，

犬÷ﾉ千万絆☆万万

万

ﾂﾞｻjにj

j万j
1万

J

jjj

=
j万万に

に

ﾉ

　十　＼=/長1川ω4〒≒ﾉぐ1髄長2)……………………＼………∧∧＼……∧ｹﾞﾚ…………:i=1｀J｡.jg･･=.･=,1.1=･･･1.=.゜.･･=･･J.･

I

が成:杓々づので／十▽十二　　　　･
･.
・.・　　　　･･.:……く……:j.j＼ﾚﾉｿy:…………]::j.･=ｹ=一千……………:･1

＼４を偶数でレπ]＞2ﾆとするレこのときレ定理2か

て,＼Ξご〒＆⊃一乱叙)一影£啓白置yけ躍,/＼Ξ･j.年尽

かか(2.3)を考えれば,ﾚ…………　…　…　……………

＼７y･,(ΞＪ＝(3み十臨24丿々()2しか))

ニＴｒ,(三上叫)」(2ドソヅ(２，か)＋3:

を得藻.∧但し, c(2,か)ﾚは乱ﾄ昨がy広)係数々あ名./=こ……=:.･.

▽→方, Conway and SI･oane"･ぱ.よれば,ｌｅ１がﾙJ

次の補題が分かるレニ　　　ニ　　ト……………j

補題:3 (1)づ･7気＼(ａＪ.フノ2＼＋8･jふＧ,＋･や･=………

(2)犬谷べｅｙに臥)卜((十Ｌ)ゾ2゛ド＋

十((_. ;L)n/2 21+≫/り汗

証明………3･つ.のJacobiのテ=二万ﾀヶ関数……………

＼:…………=･θ,･(2)=一切イ皿十1･－φし牛々㈲

　＼　　　　　　　△　犬　　j＝.ト＼　　　……　………

な
　
は



五）ａ型格子の数理構造について（幸山･松本･長沼）

　　　　　弟(２)＝H(1－9j･)(1＋Qj-1ダ21)2　　　‥‥‥　　‥　‥‥‥　　　‥‥‥‥‥　　‥‥‥

　ニ　　　グニ１　　．　　１　　　　１　　　：　　　尚　∧　　　　　レ　　　　　　　ニ　〉

＼　　　　θ3(2)･＝H(･L－ダ)(1 -q'-'ダ2)2　………1..･..･.　　　　.･　　･.・　・･.･十

　　　‥　　　　　　j=1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･.　　　　　　　　　　　　ト

を用いれば，　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　十六　　　　　ニレ　　　……

　叫よ
岬ﾌﾞ庁　二　

十…………………………＼　j…
…

…………………………に

となる．θ,Ｇ≒１，２レ３)の変換公式によれば，し　　　　‥‥‥‥‥‥‥‥‥　　‥‥　‥‥

　　　　脊べ&2d = (.9l'･十θ|'十両り(１十(－↑)（2)／j2　ト　　　　　　　　　　＼

∧　　　し升べΘ2よ臥)＝2゛2(－1)ソ2θ3(2 2)や＋20(ニ1)０θ2(:2Z)゛

　　　　　　　　　　　　し＋2ダ２θ３０／２戸＋2-ﾀﾞ2θ4(之／２)゛　　十

　　　　ト　　　　　　　＋2-ｏθ4((念＋1)／２)ヤ＋2÷でθ4((之＋1)／２戸

を得るので，これからの補題の主張が得られる．　　＼　ニ▽　　　　　　　　　　＝　　犬

　補題３から次の２式を得る．　　　　　　　　　上　　　　　　　　　　　し　　ニ

　　　　　脊べΞ4)＝(1十(－1)゛2)(4･2£2＋2厄

　　　　　7気(Ξふ叫)＝(((－1)o2゛2＋22-ｏ)(2＋召ぶ1)2几＋25-（‰Cdq十‥･

これより，　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　十　　　　　　　＼　　　＜

３ふ+ 2'-"c(2,ふ)ｋ＝(１十(－1)゛2)(4 ･2で2)＋2 z1召ぷ1　尚　　　　十

　　　２１‾ｏｃ(２，＆)ﾚ為＋3 ・ 21-（2ｕ＝((－1)o2゛2＋22-ｿ2)で2十召に)几＋25-（2＋2ｽﾞﾌ4

となり，この２式から９ Ｚｎ,ＵＪｎを求めれば次のようになるト　犬　　十　　　ト

π 為 匹

４≡２（ｍｏｄ４） 2C{2. gn)八 －3・2･？、

４≡Ｏ（ｍｏｄ ４ ） {2(4 ･２で2十2 zz召ご）十２-ｏｃ（２，斟）俵｝／３ 一弘

但し，八，硲は次･の式で与えられるい　　　　ニ　＼＼　　　＼

　　T322乙十(4－2り２４　　‥[4 - 2") 2 nBご犬

　十　　芦ニ　９．･2"-4c(2]ふ.)2十i8･ 2こ８言2ﾉﾚ･ど,･)･2.

硲
16･ 2゛‰Ｇ－3・2゛' (322,C4+ 2 n(4･＋2で))

＋

9・2.゛－ ･4c（ 2，み）ち　　し

（8 ・2゛2と（２，ふ）24－3‥･2゛2

　　　　18･2ダ'-.8c(2,ふ）2

注意　dim＆(「(1))＝1が成り立っのはn=12,」6√18, 20, 22, 26のときである．

７
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