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Abstract: The purpose of our paper is to find ａ general method of solution of the system of

quadratic equations with two unknowns and furthermore we will partially try to solve the

system of cubic and Quartic equations with two unknowns.
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　はじめに

　この論文の目的は二元二次連立方程式を解く一般的な方法を研究し，更に二元三次や二元四次に

拡張し，更に三元の連立方程式を考察することに到達することを目的とする。

　　　　　　　　　　　　　　　　二元二次連立方程式

x,yに関する二次連立方程利次言7tを解くのにF(x,y),G(x,y)の一方が一次のときは，

その一次式で,ｙかｘの一方を他方で表して，二次式の方に代入すれば容易に求まる。またF(x,y),

Ｇ(ｘ,y)が共に二次式であっても，最初から一方が，例えばＦ(ｘ,y)＝Ｌ(ｘ,y)Ｍ(ｘ,y)なる一次式

L(x,y),M(x,y)によって因数分解されている場合は二組の連立方程式

を解くことと同値である。

峠言淵づ引

　私がここで述べることは一般的な二次式F(x,y),G(x,y)に対して，一般的な解き方を試みるこ

とである。

１．１ ［１］二つの方程式を適当に加減して、一次式を導きだして解く方法

　準備　ｘ,yの二次方程式Ｆ(ｘ,y)＝ａｘ2＋2hｘy十by' + 2gx + 2fy十ｃ＝Ｏが二つの一次式に因数

分解されるための条件を考える。

　Ｆ(ｘ,y)がｘ,yの一次式に因数分解されることは，Ｆ(ｘ,y)＝Oにおいてｘ,yのどちらか一方を定

数と考えて他方をといたときに，解か一方の一次式になることにほかならない。
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○ａ≠Ｏのときにｘについて整頓すればF(x,y)=ax' + 2(町ナｇ)ｙ十(by2＋2fy十c)になる。

二次方程式の根の公式により　　　　　　　　　　　　　　　＞

F(x,y)=a

じ

十hy十g

　　　　　l

ｘ＋hy＋g＋

= al X十hy十ｇ‾
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ｘ十hy＋ｇ十Ｖ

ａ

(hy十g) 2－ａ(by2十2fy十c)

・　……

j

(y‾゛aﾌﾞﾂﾌﾞﾂTノツ

㈲ノ町≒戸11‾頑千年]ﾁﾞ)

と因数分解されるからF(x,y)がｘ,yの一次式に因数分解されるなめり条件はｙ－ah≠Oのときは

(h2－ab)y2＋2(gh－af)y十(g2－ac)がｙの完全平方式にな芯=:ｽﾞﾆとで√班jち(gh－af)2－(h2－ab)

(g2－ａｃ)＝Oとなることである。　　　　　　　　　　　　　　十

　ここでh2－ab＞Oとはいってなく，h2－ab＜Oならﾉば虚の十次式:に分解されることは，後の例

で示される。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十

　h2－ ab ＝Oのときは根号内にｙの一次の根があっではならず, gh T�＝Oﾉとなることで，これ

は上のh2－ab≠Oの場合に含まれる。

いずれの場合も条件はabc Tafにhg' － ch' + 2fgh十Ｏと書yき直せる。

○ｂ≠Ｏのときはｘとｙの役目を入れ変えてやれば同じ式が出てくる。

　○ａ＝ｂ＝Ｏでｈ≠ＯのときはF(x, y) = 2hxy + 2gx + 2fyヤ9　………

　中間に次の問題を考える。　　　　　　　　　　　　，　……

　Ａｘy十ＢＸ十Ｃy十Ｄ(Ａ≠Ｏ)がｘ,yの一次式に因数分解され石ための条件を考える。 Ａｘｙ十Bx

十Cy十Ｄ＝バａ,ｘ十ｂげ十ci)(a2ｘ十拓ｙ十c2)とする。(αl≠O)…………

　ai, asの両方がＯならば，右辺はｙだけの式になり，左辺に＼Ａ町があるから矛盾する。

　だからai, a2の少なくとも一方はＯでない。 ａ,≠Ｏと七･て二般性を失わない。

　このときa2≠Oとすると右辺にa SuSli×2があり左辺にないから矛盾する。よってa2= 0

　同様にしてｂｆ０，ｂけＯが導きだされAxy = a (aix十ｃけヶ(ｈｙ＋Ｇ)となる。いっそのこと

Ａｘｙ十ＢＸ十Ｃｙ十Ｄ＝Ａ(ｘ十ｍ)(y十ｎ)としてよい。

　以上の考察のもとにF(x,y)が二つの一次式に分解されるよたﾚめには2hxyナ2gx + 2fy十c = 2h

(ｘ十ｍ)(y十ｎ)でなければならない。したがって2g = 2hnﾚ2f = 2hm,c = 2hmnとなる。

　よってg･』＝乱一＝長よりfg
c従ら七2励ｿ≠=9h2こ……や条件もa

= b= 0マｈ≠０

としてabc-af'-bg' － ch2＋2fghこ=Ｏに含まれる。　　　　∧　　上

以上により全ての場合の条件は行列式を使えば

ａ ｈ･･ｇ

ｈ ｂ･ｆ

ｇｆ……=ｃ

一

一 Ｏと表される。

　以上の議論はF(x,y)がｘ,yの二次式であること，即ちa,b,hの中にＯでないものがあることを

仮定していた。しかし, a = b = h= 0即ちF(x,y)がプ次式のｿﾞとべき心くこ　　　　　　ノ



a h g

h b f

g f c

（定理１）

一

一
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＝Ｏである。以上を定理にまとめる。

ｘ,ｙの高々二次式F(x,y)=ax' + 2hxy十bｙ2＋2gｘ＋2fy十ｃが一次式であるか，

つの一次式に因数分解される為の必要十分条件は

a h g

h b f

g f c

＝０
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一

一

となることである。

　本論　定理１に帰着して二元二次連立方程式を解く。

　　　Ｆ(ｘ,y)＝ａｘ2＋2hｘy十by2＋2gｘ＋2fy十c＝O　　　を　　'と　　　　　意'゛　と　　　㎜　{
Ｇ(ｘ,y)＝ａ'ｘピト2h'xy十b'y'+2g'x + 2f'y十(ﾀﾞ＝Ｏ　　解仁一　は，λを任,｡,疋数　して

ﾄﾞ(ス才こﾌﾟﾑｙｙｏを解くニとと同値゛あふ．

　Ｆ(ｘ,y)十λＧ(ｘ,ｙ)＝(ａ十ぶλ)ｘ2＋2(h十h'A)xy十(b十b≒)y2＋2(g十ずλ)ｘ＋2(f十f‰)

ｙ十(c十(ﾀﾞλ)からｘ,yの一次式が導かれるためには

ａ十ａ'λ　h十h'λ　g十g'λ

h十h'λ　b十どλ　f十Γλ

ｇ十ずλ　f＋1ﾀﾞλ　ｃ十(ﾀﾞλ

＝０

　これはλに関する高々三次方程式である。

　その一根λ,がわかればＦ(ｘ,y)十λ,G(x,y)=Li(x,y)でＬバｘ,ｙ)が一次式の場合とＦ(ｘ,y)十

λiG(x,y)=L:(x,y)Mべx,y)でし(x,y), Mべx,y)が一次式の場合が考えられる。前者の場合は

もとの連立方程々眺言レ1ｲに一般に二組の解を持つ。　　　　

■

″の゛合に11の連む゛引当:ぶゴ耶お)ゴ回な一ｔに四組・jｗ９つ・

更にﾆ゛ｃ四肘４ニ根ぺ2ガ尚吼吼づ)(押二回悦言)ゴヅ7)場合゛

Ｆ(ｘ･y)十λiG(x,y)=Li(x,y)M,(x,y)　曰ム1　ゝ{Ｆ(ｘ,ｙ)十λ心(ｘ,y)＝Ｌバｘ,y)M2(ｘ,y)の場゜力考゛られる゜

９Ｊ(リ0･Ｃ(・･y)台しぢ犬９叫ぬぶ几回坤迄言戸ぬら々い

ことは容易に証明される。

皿の殤おこ二組のむ皿利ビゴゴ{昌言言Ｊ゛に゛心ニ“゛゛゛}．

皿・皿回お太匹壮帽目{言仁イ帽にい牡言ト

同値で，一般に四組の解を持つ。

1.2[2]二つの方程式が共通根をもつ為の条件を考えることから解く方法

　準備　二つの方程式

　　ＡＸ２十ＢＸ十Ｃ＝Ｏ(Ａ≠Ｏ)　{　

Ｌχ２十Ｍχ十Ｎ＝Ｏ　　　　　　　　　　　　　／

　が共通根を持つための条件を考える。共通根があるとき，その根をαとすればＡ丿十Ｂα十Ｃ＝

０，Ｌ丿十Ｍα十Ｎ＝ＯだからＯ＝ＬＸＯ－ＡＸＯ＝Ｌ(Ａ丿十Ｂα十Ｃ)－Ａ(Ｌ�十Ｍα十Ｎ)＝(ＢＬ－

AM) a十(ＣＬ－ＡＮ)これよりＣＬ－ＡＮ＝－(ＢＬ－ＡＭ)α
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ｘは何でも満た

従ってＡ(ＣＬ－ＡＮ)２－Ｂ(ＣＬ－ＡＮ))(ＢＬ－ＡＭ)十ＣＩ(ＢＬ－ＡＭ)２＝Ａ(ＢＬ－ＡＭ)‰２十Ｂ(ＢＬ－

ＡＭ)‰十Ｃ(ＢＬ－ＡＭ)２＝(ＢＬ－ＡＭ)２(Ａａ２十Ｂα＋Ｃ)＝(ＢＬ－ＡＭ)り<Ｏ ＝ ０

　逆にＡ(ＣＬ－ＡＮ)２－Ｂ(ＣＬ－ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)十Ｃ(ＢＬ－ＡＭ)２＝Ｏとする。

　まず√ＢＬ－ＡＭ≠Ｏならば　　　　　　　　　　　ニ　　　＼　　:＼ニ

1-８ト器三丿畿)卜ｃﾆoだから)7……j7一言

ある。

　また明らかに(ＢＬ－ＡＭ)ｘ十(ＣＬ－ＡＮ)＝Ｌ(ＡＸ２十Bえ十Ｃ)トＡ(ＬＸ２………十ＭＸ十Ｎ)＝Ｏの根である。

　Ｏ＝(ＢＬ－ＡＭ)α十(ＣＬ－ＡＮ)＝Ｌ(Ａ丿十Ｂα十Ｃ)－Ａ(Ｌ／十Ｍａ十Ｎ)でＡ丿十Ｂα十Ｃ＝

ＯでＡ≠ＯだからＬα2十Ｍａ十Ｎ＝Ｏとなる。

即ちαはＡＸ２十ＢＸ十Ｃ＝ＯとＬＸ２十ＭＸ十Ｎ＝０の共通根である。

次にＢＬ－ＡＭ＝Ｏならば当然ＣＬ－ＡＮ＝Ｏであ町、　＼、

か･“亀ｃこkﾆ“J=ｏｌ上ぺ）力碑式ぽkが驚な穴ごo4り･

○ｋ≠Ｏならば二つめ方程式は全く同値だから，二根とも共通根である。

Ｏｋ=０々らににっの輝部∩ﾔこ≒)呪回に甘ド呻程式･よ，

すから当然上の方程式の二根を満たし，共通根と考えられるノ以上を定理にまとめる。

　(定理２０Ａ・≧野謡言言ｏづ共通根や痔ら長:血,長祐こ条作土ぺ(ｃレＡＸ)にＥ

(ｃＬ－ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)十ｃ(ＢＬ－ＡＭ)２＝Ｏとなることである√　…………:

　本論　定理２に帰着して二元二次連立方程式を解く。

　　　Ｆ(・'y)ニax' +hxy十by2十部十fy十cニＯ　　　　　　'士を一入　　　ダ　{

Ｇ(ｘ,y)＝ぶｘ2十h八y十b'y2十g'x+f y十(ﾀﾞ１=Oダ帝解ぐﾌﾟ｡･:………考万･凡る゜　十

　ａ,ぶの少なくとも一方がＯでないとき，例えばａ≠Oのときについて述べる。

　　　　Ｆ(ｘ,y)＝ａｘ2十(hy十g)ｘ十(by2十fy十c)こニ0, A = a,公言hy＋乱Ｃ＝by2十fy十c　{

Ｇ(ｘ,y)＝ぶｘ2十(h才十ど)ｘ十(b才2十f才十(ﾀﾞ)＝O√L = a'↓M = h'y十ｇへＮ＝bj2十fj十♂

　準備よりＡ(ｃＬ－ＡＮ)２－Ｂ(ｃＬ－ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)＋ｃ(ＢＬ=≒ＡＭ)２十〇を満たすｙの値yバこ対

ｏ帽にて言卜お!根９゛尚乱1求紆・　

エ,

･y

…………

　このときＡ(ＣＬ－ＡＮ)２－Ｂ(ＣＬ－ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)半C(BL△ＡＭ戸よＯはｙに関する高々四次方

程式である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■■■■■■■■　　　＼

　b,b'め少なくとも一方がＯでないときはｘとｙの役目を入れかえで，同様に解くこ＼とができる。

ａ＝ぶ＝ｂ＝ビ＝Ｏのときは別の方法に委ねる。　　　　　　＼

1｡3［3］終結式を用いて解く方法

　準備　先ず終結式について説明する。

　二つの多項式

(ao, bo≠㈲
ｇ(ｘ)ニboｘ･十bix""'十…十b。1ｘ十b。

に対して



R(f,g) =

ao

bo

１
０

ａ
ａ

b.

bo
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●●●

b,

am-1

　●●●

ao

b。1

　丿●●

　am

am-1

ｌ
　
ｎ
　
一

ａ
ｂ
」

bo　　ｂ１　　…

am

b。

a -!　　a

b。1　　b。

ｎ

m
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　なる行列式をf(x)とg(ｘ)の終結式という。但し，空白の部分はＯである。

　(補題)上の二つの多項式ｆ(ｘ)及びg(x)が共通因子を持つための必要十分条件は次数がｎよ

り小さい多項式h(ｘ)と，次数がｍより小さい多項式k(ｘ)が存在してｈ(ｘ)ｆ(ｘ)＝ｋ(ｘ)ｇ(ｘ)と

なることである。ただし，h(ｘ)とk(ｘ)は共にＯでない多項式である。

　証明

　必要性:ao, boは共にＯでないから, f(x)はｍ次の多項式で，g(ｘ)はｎ次の多項式である。

　f(ｘ)とｇ(ｘ)の共通因子をq(ｘ)とすればｆ(ｘ)＝ｑ(ｘ)ｋ(ｘ)，ｇ(ｘ)＝ｑ(ｘ)ｈ(ｘ)でk(ｘ),h(ｘ)

の次数はそれぞれｍ,ｎより小さい。

　このときｈ(ｘ)ｆ(ｘ)＝ｋ(ｘ)ｇ(ｘ)＝ｑ(ｘ)ｈ(ｘ)ｋ(ｘ)で証明された。

　十分性：逆にｈ(ｘ)ｆ(ｘ)＝ｋ(ｘ)ｇ(ｘ)でh(ｘ),k(ｘ)の次数がそれぞれｎ,ｍより小さいとする。

f(x),g(x)が共通因子をもたなければ互いに素になる。左辺がｆ(ｘ)で割り切れるから，右辺も

f(ｘ)で割り切れなければならないが，f(ｘ)とg(x)は互いに素だから，次数がｍより小さい多項

式ｋ(ｘ)が次数ｍの多項式f(ｘ)で割り切れることになり矛盾。

　よってf(ｘ)とｇ(ｘ)は共通因子を持つ。

　さて，h(χ)＝coχ･-1十clχ･-2十…十c。2十ｃ。1, k(x) =doχ･･-1十dlχ゜-2十…十d｡_2χ十d｡-1とする。

　そうすれば(aoχ゜十a1χ゜-1十…ａ｡-1χ十ａ｡)(COχ･･-1十C1χ゛-2十…十Ｃ｡_2χ十Ｃ。1)

　＝(boχ“十blχ“-1十…十b｡-1χ十臨)(doｘ°-1十dlχ－2十…十d｡-2χ十d。-1)

　両辺の係数を比較すれば

　aoCo一bo万do

　aiCo十aoCi ― bido十bodi

　aふ-2十ａ｡_1c。1 = bndm-2十b｡-1d｡-１

　amCn-1 = bnd｡-1

　これはｍ十ｎ個の未知数Co, Ci, ･",C。1, do, di,…,d｡。

　に関する一次同次連立方程式である。h(ｘ)とk(ｘ)が共にＯでない多項式であることは，この

ｍ十ｎ元一次連立方程式が自明でない解を持つことで，その為の条件はよく知られているように

０
１

ａ
ａ

am-

　am

０
１

ａ
ａ

am-1

　am　　・・・

ｎ

ao

ａ1

am-

　Sim

　bo

　bi　　bo

　●　　b,

b≫-i　　°

　ｂ。臨-１

　　　　ｂ。　…

m

bo

ｂ１

」
ｂ

＝０
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なることである。この左辺の行列式は終結式の行列式の転丿置行列式だか:ら,ﾄ1絲吉式自身に等しい。

以上を定理にまとめる。　　　　　　　　　　　　　　　ト　＼

（定理３）二つの多項式　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

μ
ｋ
(ｘ)ニaox"十aix""'十…十ａ｡_lｘ十ａ｡＝O。よ

(ｘ)＝boｘ･十blｘ･-1十…十臨-1ｘ十b｡＝Oにおyjで

　ａ。b,が共にOでないとき. f(x)とg(x)が共通因子をもつ為ｿの｡必要十分条件μ終結式R(f,g)

＝Oとなることである。　　　　　　　　　　　　　　＼　十　∧　　〉　＼

　本論　定理３を用いればｘ,yの任意次数の連立方程式を解くことができる。

連立方程式 {詐言かこ対に,り々才四牡≠≠講（ア

F(x,y) =ao(y)x"°十ａべy)x'"-'十…十ａ｡-i(y)x + am(y)･〒ｽOij/･I。｡士一一　，　･。　　　　　し

G(x,y) =bo(y)x°+bi(y)x°~'十…十b･-1(y)ｘナ臨(ｙ)于o　できる゜

ここにai(y)やbj(y)はｙの多項式である。これからR(F,G)=Oはｙの一元方程式になる。

こ９ｈにか贈よ言言よ仁①①{言言y言o})ゴ
は，共通因子をもつから，Ｘの方程式として共通根ｘoをもつ。‥‥‥‥‥‥

ヤしてりで⊇ぐ訣れある。そうはいってもＲ/(Ｆ,Ｇ)よOがｙや非常に高次な方程式の時は，

根が簡単に見つかるとは限らない。　　　　　　　　　　　……

　取り敢えず，二元二次連立方程式を解くことに適用するレj

　　　F(ｘ,ｙ)＝ＡＸ２十Ｈｘy十Ｂy2十ＧＸ十Ｆy十Ｃ于O　…　……　{

Ｇ(ｘ,y)すＡ八2十げｘｙ十Ｂｊ２十(ｙｘ十ドｙ十(ご＝０　　。１

　をそれぞれｘの次数に整頓すると

　　　Ｆ(ｘ,y)＝ＡＸ２十(Ｈy十Ｇ)ｘ十(Ｂ丿十Ｆy十c) = o　{

Ｇ(ｘ,ｙ)＝イｘ2十巾丿十Ｇ丿ｘ十(Ｂｊ２十Ｆﾌﾞｙ十しＣｎ＝･O/

Ａ,ぎの両方がＯでなければ，

Ａ　　Ｈｙ十Ｇ　　Ｂy2十Ｆy十Ｃ

０

Ａ

Ｏ

　　Ａ

Ｈｊ十Ｇ

　　イ

　　Ｈy十Ｇ

Ｂｊ２十イｙ十(ｸﾞ

By^

　　　　０

十Ｆｙ十Ｃ

　　　　Ｏ

Ｈ'ｙ十Ｇ'　Ｂｊ２十Ｆ'ｙ十Ｃ

=｡0し

をとく。これはｙの高々四次方程式である。　　　　　　　　　　＝

Ａ,がの一方がＯで他方がＯでないときは，たとえばＡ≠Ｏでが＝Ｏならば

Ｆ(ｘ,ｙ)＝ＡＸ２十(Ｈy十Ｇ)ｘ十(Ｂy2十Ｆy十Ｃ)＝ｺO　　　ノ　ニ{

Ｇ(ｘ,ｙ)＝(Ｈ冰十Ｇ丿ｘ十(Ｂｊ２十Ｆｊ十ｃ丿＝O　　　＼　‥　y……I.･｡

とみて　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し　　　……………十　レ　○

Ａ

Ｈｊ十Ｇ´

０

をどく。

　　Ｈy十Ｇ

Ｂ'y2十Ｆ冰十(ﾌﾞ

　　Ｈｊ十Ｇ'

　Ｂy2十Ｆy十Ｃ

　　　　　　　　Ｏ

Ｂｊ２十Ｆｊ十(y

これもｙの高々四次方程式である。

一
一

０

脱水帽ヅ水兵言ﾊﾞﾌあ‰………尚………ﾉ
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に謡づ;詐言士，ｉ解く。これはｙの高々三次方程式である。

以上の論法は初めからｘとｙの役目を入れかえても同様にできる。

４ ［４］ｘとｙのどちらかを他方の有理式に直して、代入して解く方法

Ｆ（ｘ､y）＝ａｘ2十hｘy十by2十gｘ十fy十ｃ＝０

ｑ(ｘ,ｙ)＝ａ'ｘ２十h'xy十bｙ十g'ｘ十f'y十ｃ＝０

99

a, a', b, b'の少なくとも一つが０のとき，たとえばａ＝Ｏとすると，

Ｆ(ｘ,y)＝hｘy.十by2十gｘ十fy十ｃ＝Ｏとなる。

よって，(hy十ｇ)ｘ＝－(by2十fｙ十c)

hy十ｇとby2十fy十ｃを同時にＯにするｙがなければ・ニーby言とし十ｄを下の式に代入して，分母

を払えば,ｙに関する高々四次方程式になり，それからy＝yoなる根が解ければｘ＝－

からｘが求まる。

by2o十fyo十c

　　hyo＋g

　hy十ｇとby2十fy十ｃを同時にＯにするy = yoがあればy = yoは一つの解で，それを下の式に

代入して，ｘが求まる。またこのときby2十fy十c＝(y－yo)(by＋1),hy十g＝h(y－yo)と出来

てｘ＝Ａ几下の式に代入して，y≠yoなるｙの根が求まり，それを下の式に代入すればｘ

が求まる。

　ａ,ａ≒b,どが全てＯでなければ, a'F(x,y)-aG(x,y)はｘ2の係数がＯだから，この式に今まで

の方法を適用すればよい。

２

例 題

以下の例題を解くにあたって［２］の解法と［３］の解法の重複はさけて，どちらか一方にする。

１

　例題1

　7×2＋11ｘy － 6ｙ2－ 9ｘ 一 ｙ ＋2＝0

23×2＋24ｘｙ － 8y2一 21ｘ － 10y － 74 ＝0

に］の解法：計算の便宜上 ニ診祐昌ヅ亡誰よ雪jodる
14 + 46λ　　11 + 24λ　　－9－21λ

11 + 24λ　－12－16λ　－1－10λ

－9－21λ　－1－10λ　　4－148λ

一

一

2(23λ＋7)　24λ＋11　　－3(7λ＋3)

24λ＋11

－3(7λ＋3)

－4(4λ＋3)

－(10λ＋1)

－(10λ＋1)

-4(37λ－1)

= 206712λ3＋206712λ' + 45936λ= 22968λ(9λ2＋9λ+ 2) =22968λ(3λ＋1)(3λ＋2)＝０

よりλニO'‾古'‾‾JI‾　　ニ　＼

○λ＝Oのとき,ぐ卜(Ｆ十〇Ｇ)＝TF=7×2＋11ｘy - 6y2-9ｘ-y＋2

言Vj輿二二≒言け2)尚り2y-l)サ‾(3ぺ)|

○λ＝－一万のとき，]L(Ｆ －j-Ｇ)＝万Ｆ－TＧ
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＝(21×2＋33ｘy － 18ｙ2－ 27ｘ－ 3ｙ＋6)－(23×2＋2似y－8y2－μｘ＝10y － 74)

＝－2×2＋9ｘy － 10y2－ 6ｘ＋7y＋80＝－12×2－3(3y－2)耳十(2y＋5)ﾚ(5y － 16パ

＝うｘ－(2y＋5)卜2ｘ－(5y － 16)}＝－(ｘ－2y － 5) (3ｘ一句卜十㈲＝０

○λ＝－
２

－３
のとき，-|(ＦづtＧ)＝晋Ｆ－９

= (21×2＋33ｘy－ 18y2 － 27ｘ－ 3y + 6) - (46x'十48xy-……16y' - 42x - 20y － 148)

= -25×2 － 15xy － 2ｙ2＋15ｘ＋17y＋154＝－{25×2＋15j(ｙ－1)χ十(y－14)(2ｙ＋11)}

= --i5x十(y - 14)目5ｘ十(2y十ｎ)けー(5ｘ十y卜14)(5x + 2y + ll)

□λ＝Oとλ＝∇ぐUを組ふ合わ琵次の叩声の≠立方作≠(解卜伴９．

ｘ＋2ｙ－１＝０

ｘ－２ｙ－５＝０

ｘ＋2y－1＝0

2ｘ － 5y＋16＝0

7x - 3y - 2 = 0

　ｘ－ 2y － ｙ＝0

これらを解くことにより次の四組の解を得る

χ＝３

ｙﾆ゛－１

χ＝－３

　ｙニ２

χ＝

ｙニ

1
０
０

χ＝２

ｙニ４

7χ一

〉2χI－

3y－ 2＝0

5y＋16＝0

□λＪＯとλ＝一旦を組み合わせる方法　　ニ　ニ　……………:1　：　　　：゜

　　　　　　　　３　　　　　　　　　　　　いずれで解いても/=同じ解を得るが省略する。

□λヨーj･ﾑﾆｿﾞﾄを組ふ令わ゛ふ方法　=＼十＼　　＼…………　…ﾉ　／

[２]の解法：まずｘの次数に整頓すると　　　　　　ト　　　上　j

{7×2十(lly － 9)ｘ－(6ｙ2十ｙ－２)＝Ｏ　Ａ＝７トB = lly¬９　口三－(6丿十y－2)

23×2＋3(8y－7)ｘ－2(4y2＋5y＋37)＝O　L=23　M.＝釧8y一刀　Ｎ＝－2(4y2＋5y＋37)

CL － AN ＝－23(6ｙ2十ｙ－２)＋14(4y2＋5y＋37)＝ニ(82y2･ニ47y － 564:)

　ＢＬ－ＡＭ＝23(ｎy－9)－21(8y－7)＝5(17yニ１２)　　　　＼

　Ａ(ＣＬ－ＡＮ)２－Ｂ(ＣＬ － ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)十Ｃ(ＢＬ－ＡＭ卜＼　１　①･　.･

　＝7(82yに47y－564)2＋5(11y－9)(7ｙ－12)(82yに47ﾀﾞ≒564ト25 (町2十y－2)(17y－12)2

　°- 264132y' + 528264y= + 3433716y' － 3697848y ¬:6339168　ダ　……　…

　= -264132 (y*- 2y3－ 13y2 + 14y + 24) = - 264132 (y + 1)……ぐy･.･→=2･)=･･.･(y一一十一３)=万(ｙ－４)＝０

ｙ＝－１のとき

　Ｘ＝３

ｙニー１

ｙ＝２のとき

゛χ＝－３

、ｙニ２

ｙ二－３のと

χ＝－１

ｙ万一３

ｙ＝４のとき

　7χ2－ 20χ － 3 ＝0

23×2 － 45X － 72 ＝0

　7×2＋13X － 24 ＝0

23×2＋27X － 126 ＝0

(
?ﾋﾞ‾j)(之よttﾌﾞ:6共通抑八二3得られる解

{(ゴ)(2こ二七回iｿﾞ共通根はiニー3碍られる解

乱次次球改悟禁欲三丿o]りmi X=-1得－４

　7×2＋35X － 98 ＝0

23×2＋75X－242＝0

に町言帽昌………Jｕ･
=根･よ・:＝2１

［４］の解法：　　　　　　　　　　　　　　　ト　ヘ　＼　:………

下の式を３倍すると69×2＋72ｘy－24y2 － 63χ－ 30y -222≠0

上の式を４倍すると28χ2 + 44χy¬24y'-36χ －=4y＋8=ヨＯ犬

上から下を引くと，41×2＋28ｘy － 27ｘ－ 26y － 230 〒.0　ト　＼

2(14x － 13)y=-(41×2 － 27ｘ－ 230）　　　　　　　　　　ノ

o
ｑ
　
-
5
}
<

　
＝
　
＝

　
ｘ
ｙ

４
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14ｘ－ 13 ＝Oならば左辺はＯだが右辺はＯにならない。

よって14ｘ － 13 ≠O心七＝－41翫こ≒戸

さて連立方程式の上の式をｙについて整頓すると

7×2－ 9x + 2十(llx － 1)y － 6y2 ＝Oこれに上のｙを代入すると

　2　　　　　　　　　　41×2－27ｘ－230　6(41×2 － 27ｘ－ 230)2
7ｘ － 9ｘ＋2－(11ｘ － 1) 2(14x － 13)　‾　　4(14x － 13)2　　°0

分母を払い

2(14x － 13)2(7×2 － 9ｘ＋2)一(14x － 13)(llx － 1)(41ｙ－27冬一230)－3(41×2 － 27ｘ－ 230)2

= - 8613×4＋8613×' + 94743×2 － 77517X-155034=-8613 (x' －ｘ3－ 11×2＋9ｘ＋18)

＝－8613(ｘ＋1)(ｘ－2)(ｘ－3)(ｘ＋3)＝Oより, x=-l,2,3,-3

・＝－1・大＝寸白証響＝－叱ﾆｽﾞ

･＝2・い･＝円回付3o＝4ハ{帽

ｘ＝３のときｙ＝－

369＋81 － 230
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t/りりIW･　lj･ﾉt
｀゜‾3のときｙ°‾2(－42

－ 13)

2｡2例題2　{七言仁≒六大〇

に］の解法：計算の便宜上

２＋４λ

１＋λ

－２－２λ

１十λ

２＋2λ

－２－λ

＝2よりﾄﾞ言3

F°2×2＋2ｘy＋2y2‾ｈ‾4y＋2ニＯとする

　Ｇ＝4×2＋2ｘy＋2y2－4ｘ－2yニ０

－２－２λ

－２－λ

２十〇λ

一
一

2(2λ＋1)

λ＋1

－2(λ＋1)

　λ＋1

2（λ＋1）

－（λ＋2）

－2(λ＋1)

　－(λ＋2)

　　　　2

= 2(2λ＋1)(2λ2＋2λ＋1)＝Oより

　＿＿・　　　　　　　　　'
λ－　　2

F－TG＝(2×2＋2ｘy＋2y2－4ｘ－4y＋2)一(2×2十ｘy十y2－2ｘ－y)

＝ｘy十y2 － 2ｘ－3y＋2＝(ｙ－２)ｘ十(y－2)(y71)

＝(y一2川ｘ十(ｙ－1)}＝(y－2)(ｘ十ｙ一1)＝Oより

{

2ゼ＋・y

≒?笥

にｙ＝Ｏｙ＝２　２×２＋2＝０　２(ｘ２＋1)＝0

これらを解くことにより次の二組の解を得る

　χ＝ｉ　χ＝－ｉ{

ｙニ２

{

ｙ＝２

し

十

詐レ昌し

y。Oy°1－ｘ　2×2T2ｘ＝0　2ｘ(ｘ－1)＝0

これらを解くことにより次の二組の解を得る

χ＝０

ｙニ１

χ＝１

ｙニ０

［２］の解法:ｘの次数に整理して

に謡富二づ言o昌 Ｂ＝ｙ－２

Ｍ＝ｙ－２

Ｃ

Ｎ

一
一

一
一

(y-

y(y

･1)2

－1)
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CL － AN ＝２(ｙ－１)２－ｙ(ｙ－１)＝(ｙ－１)(ｙ 一一２)……………ＩｊＩ……Ｉ……　……

ＢＬ－ＡＭ＝２(ｙ－２)－(ｙ－２)＝ｙ－２　　　　　　つ　　　犬　………

Ａ(ＣＬ－ＡＮ)２－Ｂ(ＣＬ－ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)十Ｃ(ＢＬ→ＡＭ)２　ｙ　　ニ

＝(ｙ－１)２(ｙ－２)２－(ｙニ２)(ｙ－１)(ｙ－２)(ｙ＝２)尚＋(ｙ二回ﾘｙニ2ノ＝ｙ(ｙ－１)(ｙ－２)２＝０

よIりy = 0,1,2　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ･　∧　＼‥　………

ｙ＝Ｏのとき ﾄﾞレ≒も呪乱叉昌ｕぬよ申ら心叫昌

･=1・口ににこにこﾔﾑい桝よト?ﾚ

ｙ＝２のとき によ言几ご昌でOUやｈづ聯]ら臨叫川ﾔ言i
　[４]の解法：下の式から上の式を引くとｘ2十y：ニ1万゜0ﾆより:レy = l-x

これを下の式に代人するとχ4 － χ3十χ2－χ＝Oノ　　　ノ　<………：･

ｘ(ｘ－１)(ｘ２＋1)＝Ｏよってx = O,l,士ｉ　　　＼　＼　…………　j………J

３

χ＝０

ｙニ１

χ＝１

ｙニ==０

例題３

Ｘ‾１

ｙニ２

χ＝－

　ｙ゛ﾆ２

　　　　X2十y2 ° 25

4ｘy‾3y2‾15ｘ＋30y － 75 ＝0

［１］の解法：計算の便宜上

１十〇λ　　Ｏ＋4λ

Ｏ＋4λ　　１－６λ

Ｏ－１５λ　Ｏ＋30λ

　　　　Ｆ＝ｘ2十が －15 ＝ﾚO＼十　:

Ｇ＝8ｘy － 6y2 -30x ＋/60yレニ↑50 = 0

　O－15λ

　O＋30λ

－25－ 150λ

一
一

1

4λ

－15λ

-(6A -1)

……30:λ　1°万

とする

　　－15λ

　尚　30λ

デ25(6λ＋1)

= 25(λ＋1)(2λ＋1)(3λ－1)＝0より　　　し＼　…　……〉　し……………j

　＿　　上上　　　　　　　　　．．‥．つ．ﾑﾆλ‾‾１'‾２'３　　　　　　　　　　　　　　………ﾚ　……1=　………ﾚ　･･

○λ＝－１のときＦ－Ｇ＝(ｘ２十y2 一 25)－(8ｘy万一6y2一犬卸ｘ＋60y－ 1佃ト

ニｘ2－ 8xy ＋7y2＋30ｘ － 60y + 125　　　　　　　　　ヶ　　　　＼＼

＝ｘに2(4ｙ－15八十(7y － 25)(ｙ－5)　　　　　　　　/

＝lｘ－(7y － 25)円ｘ－(y－5)]＝(ｘ－7y＋25y(ｘ－y十万6)≠o十

○λ＝－j-のときＦ－Ｔｏニ(がヤダ一25ト(臨ニヤ|二戸ﾃﾞ:3oｙニ75)

＝χ２ 4ｘy＋4y2＋15ｘ － 30y ＋50

＝ｘ2－(4y － 15)ｘ＋2(y－5)(2y－5)　　　　÷　ノ　◇　ﾚ･

＝は－2(y－5川ｘ－(2y－5)し〔ｘ－2y＋1叫縁一妨十剛〒０

○λニ〕ﾚ９とき３(耳十j･9)ニ3F十Ｇ≒ｈ２十)ヰT巾サ(8xy-6yト30x + 60y▽150)

ﾆﾆ3×2＋8ｘy－ 3y2－30ｘ＋60y － 225　　　　　　　　　　j

＝3×2＋2(4y － 15)ｘ－3(yニ5)(y－15)　　　　　　　　＼　＼

＝lｘ＋3(y－5)卜3ｘ－(ｙ－15)}＝(ｘ＋3y － 15)(3x-yぺ十i旺=贈　ダ

ロA ― iとLﾚを組み合わせると次の呻姐め循五万程長を解く上とになる。

　ｘ－7y＋25＝O　χ －7y十 25＝O　χ－y十万5 = 0　jχこｙデ5:=ﾊﾟO　ト{

ｘ－2y＋10＝O

{

ｘ－2y＋5＝O

{

ｘ－2y＋10≠O

{

χT2y十:5≒0

これらを解くことにより次の四組の解を得る　　　　　　　　／



２

　χ＝－4⑤，

この外に
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χ＝３　χ＝Ｏ　χ＝－５

ｙニ４

{

ｙ＝５

{

ｙ＝０

□λ＝－１とλ＝-ｷを組み合わせる方法

□λ＝一士とλ＝{-を組み合わせる方法

もある。

［３］の解法

にご言≒ぴ罪o
終結式

1

4ｙ

o

　　　　　0

15　－3(y－5)

　　　4y － 15

よりy = 0,3,4,5

ｙ＝Ｏのとき

(y－5)(y＋5)

　　　　　　0

　－3(y一5)2

ニ25ｙ(y－3)(y－4)(y－5)＝0

{ごJ≒‰干驚にヅ≒oH根心=一回ら心叫｀二}5

,＝3・回仁ンヅ丿回言憐;ｏｕｓｈ＝一4得ら心叫・ニ4

ｙ＝４のとき

ｙ＝５のとき

{ご二仁汗イ付言}ナitiiIKi X= 3得ら心叫川

に二け皿お=o得ら心叫川

[４]の解法：下の式から(4y－15)ｘ＝3y2 －30ｙ＋75±3(y－5)2

4y － 15 ＝Oならば左辺がＯで右辺がＯでないから成り立だない。

よって4y － 15≠Oだからｘ＝3{ぐ三万?2これを上の式に代入して

A乎三島1十y425
9(y‾5)4十(ｙ2‾25)(4y‾15)2°0

よって25y(y－3)(y－4)(ｙ－5)＝Oとなりy = 0,3,4, 5

ｙ＝Ｏのときｘ＝
3×25

一

一

－15

　3×4

- 15

５

＝－４

＝３

ｙニ５のとき｀゜20-15ニ０

χ＝-5

ゴ

。宍
。

Ｑ
リ
４

　
＝
　
＝

　
χ
　
ｙ

４

Ｏ
l
O

　
＝
　
＝

　
χ
　
ｙ

１

４例題4

　ｘ2－2ｘy－y2－ｘ十ｙ＋1＝O　　　　　　j{

3×2－ 2xy 十y2－ｘ十ｙ－１ニ０

１１シ:mm ■■it≫°ぬ川昌レでなず
2ｘ＋2y＋2＝0

2ｘ＋2ｙ－２＝０
とする

103
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２＋6λ　　　－２－２λ

－２－２λ　－２＋2λ

－１－λ　　　１十λ

　　1

°cニ‾§‾

　　百

ｙニ亨

3χ2べ2χy

９万

　　１
フニ万

　　　１

｀ニ答

ｙニ

χ‾

ｙ＝

巡
２
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－１－λ

１＋λ

２－２λ

一
一

2(3λ＋1)

－2(λ十L)
－(λ十t)･

-2(λﾀﾞ干1)]

　2(λヤ1ト

　　λ＋1……

２（λ＋1）

ユ　λ＋1

－2（λ－1）

で二で(λ-1)(5が‾6λ‾3)ﾆ0より　　　　　‥‥　‥‥

‥

|………　………jl……j.:j

.=

･

.

ヤF
+ G)=-,ﾄ17＋j一口＝(が－ｈyつぐーいけ1ト(ドヶ如☆27＋y－1)

才ごｻﾚ≒J≒

ト2巾丿)(六卜o

ム＼………:ﾉ=ニ……

{

3が－2・y

ﾔﾝuしこ万

y－1=o・判
レダ‾手二〇 ＼y上半＼…………

ｘ－ｙニ０

十ｙ２－ｘ十ｙ－１°０

上
海
上
面

ｘ＝ｙ　２ｙ２－１≒Ｏ　ｙと 寸

[２]の解法：　　　　　　　　　　　　　　　　　‥‥‥‥‥　‥‥‥‥‥‥‥:

　ｘ2－(2y＋1)ｘ－(ｙにｙ－１)＝Ｏ　Ａ＝１　Ｂ＝－(２ｙ＋1)･．Ｃｻ〒－(ｙにy－1){

3×2－(2y＋1)ｘ十(yﾀ十ｙ－１)ヨＯ　Ｌ＝３　Ｍ≠-(2y +ﾅ1トノＮ≒yj2十ｙ－１

ＣＬ－ＡＮ＝－３(ｙ２－ｙ－１)－(ｙ２十y－1)＝－2(2y2ブy¬幻　　　＼

ＢＬ－ＡＭ＝－３(２ｙ＋1)十(2y＋1)＝－2(2y十i)□　　　　犬

Ａ(ＣＬ－ＡＮ)にＢ(ＣＬ－ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)十Ｃ(βL－ ＡＭドノエ(………

＝4(2y2－y－2)2＋4(2y＋1)2(2y2－y－2)－4(ｙにｙ一工)(2y+l)

＝4(8y4 －10y2 ＋3)

＝4(2y2－1)(4y2 － 3)＝Oよりｙ＝ﾌﾚ， -

１
ほ

｡、/j .
-■■WW-皿･
　２’ダ　･:2万。一一よニ２

２

このそれぞれのｙの値をもとの方程式に代入して共通雄を求めるﾉめは厄介である。そこで次の

便法を用いる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　両方程式の共通根は下の式から上の３倍を引いた式，即ち

2(2y十i)ｘ＋2(2y2-y-2)=Oを満たさなければなら=ない=j=…………:　==

従゛ﾆ)７゛‾
≒プiﾆ仁

27

Vド1‾7を満ｹｸ(ね‘ｻｻ元ﾅ:＼ﾉ

叫希白'二牛ノ寸寸

ﾚ

言

:

:||

…

…に……

:

｜

白希必－
･(

ﾊﾞﾚｴ)

+1

＋1-[

ﾚﾉに

゛

＼||]11ﾌﾟ:

:

＼ﾉﾚ
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○ｙ°･

ｽﾞﾀ

･のとき’・ニ

２×

寸

＋1

＋1‾･

ｽﾞﾀ

･ﾆ゜‾A･

○y＝一
寸
のとき，Ｘ＝－

　　　　　２

１

｀゜百

ｙ＝

喬

－２

乱丿十引付
㈹

[４]の解法：上の式と下の式を加えると

4×2－4ｘy－2ｘ＋2y＝0　2(2ｘ－1)y＝2(2ｘ－1)ｘ

2ｘ－1≠Oのときｙ＝
2x-l

2Ｘ－1
Ｘ‾Ｘ

これを上の式に代入すると－2×2＋1＝O　2
1　Ｘ＝土

χ＝ 上
海
１
゛万

χ‾

ｙ°

上
海
上
海

2x-l°Oのときｘ＝1上の式に代入するとＴy2十一ｔ

2.5

［

χ‾

ｙニ

１
－２

万

一２

　　　１　｀ニＴ

　　　み

ｙ°‾Ｔ

　例題

　ｘ2十χy十y2－yニ0

2×2十ｘy十y2＋2ｘ＝0

1］の解法：計算の便宜上

２＋4λ

１十λ

Ｏ＋2λ

一一

λ

Ｆ

一

一

　　　１　｀゜万

　　　高ｙ゛‾Ｔ

上
海

Ｆニ2が十2・y＋2y2‾2yニＯとする

Ｇ＝4×2＋2ｘy＋2y2＋4ｘ＝0

１十λ　　　Ｏ＋2λ

２＋2λ　－１十〇λ

－１十〇λ　　Ｏ十〇λ

一

一

2(2λ＋1)

λ＋１

２λ

　λ＋1

2(λ＋1)

　－1

２λ

－１

　０

2(2λ＋1)(2λ2＋2λ＋1)＝Oより

＿上

　２
１

－
２
G＝(2×2＋2ｘy＋2yに2y)－(2×2十ｘy十y2＋2ｘ)

゜ｘy十y2－2ｘ－2y＝(y－2)ｘ十(y－2)y

＝(y－2)(ｘ十y)＝Oより

{
2×2十昌

7いじ7

2ｘ＝Oyニ22が+
4x + 4°０ ２(．２十2・＋2)゜0

{言二に∩言ﾆﾚ

{

2×2十ぶﾀﾞ-x

= 0　y°－ｘ　2×2＋2ｘ＝0　2ｘ(ｘ＋1)＝0
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　χ＝Ｏ　χ＝－１　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｙ:　…………{

ｙニＯ

{

ｙ＝１　　　　　　　　　　　　　　　　　　‥　∧　上　∧

[２]の解法：　　　　　　　　　　　　　　　　　　上　　　　　　＼

　ｘ2十yｘ十ｙ(ｙ－１)＝Ｏ　Ａ＝１　Ｂ＝ｙ　C = y(y-1)∇　＼{

２×２十(･y+ 2)x十ｙ２＝Ｏ　Ｌ＝２　M = y + 2　吋＝yｱ　＼　…………

ＣＬ－ＡＮ＝2y(y－1)－y2＝ｙ(ｙ－2)　　　　………　…………

ＢＬ－ＡＭ＝2ｙ－(ｙ＋2)＝ｙ－２　　　　　　　　ト　　＼　十

Ａ(ＣＬ－ＡＮ)２－Ｂ(ＣＬ －ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)十Ｃ(ＢＬ－ＡＭノ………

＝y2(y－2)にｙ２(ｙ－２)２十ｙ(ｙ－１)(ｙ－２)２…………………ｊ･

＝ｙ(ｙ－ｎ(ｙ－２)２＝Ｏよりy = 0,l,2　　　　=J‥　‥‥‥‥∧ﾍヶ

y゛oのとき{2×2でこ(し0 |2x(ここ11=o　　……　:ﾆ…………j

共通根戸o飢尚解{7二　　　　　　　＼…………/j j･･I

･=1・いし九回‰し片献}言尚犬回ごj万

共通根゛ﾆ‾1得られる解ﾄﾞﾆ1　　ニ＼……

ぺ・い{言言仁牝乱2ヅプ
o

………j

……

共通根・=-1±i得られる解{｀ﾌｼこいiﾄﾞｽ⊇ﾚﾅ

[４]の解法：下の式から上の式を引くと　　　　：　　　………

ｘ2＋2ｘ十ｙ＝Ｏ･　ｙ＝－ｘ(ｘ十2･)　　　　　　　＼　　　＼………ﾉﾄ

上の式をｘ2十(ｘ－１)ｙ十y2＝Oとおいて代入すると　　十六……

ｘ２－(ｘ－１)ｘ(ｘ＋2)十ｘ2(ｘ＋2)２＝Ｏ　Ｘ４＋3×3＋4×2＋2ｘ＝０

ｘ(ｘ＋1)(ｘ2＋2ｘ＋2)＝Ｏ　Ｘ＝０，－１，－１土ト　　　　.･　/･

ｘ＝Ｏのときｙ＝０

ｘ＝－１のときｙ＝１ﾄﾞ言1

ｘ＝－１十iのときｙ＝－(－１十i)(l十i)＝2

　ｘ＝－１－ｉのときy=-(-l-i)(lづ)＝

2.6例題６

x2－3ｘy＋2y2＝12

×2＋2ｘy－ 3y2＝32

［1］の解法：計算の便宜上

２十λ

－３十λ

Ｏ十〇λ

F＝2χ2－

Ｇ＝ｘ2十

－３十λ

４－３λ

Ｏ十〇λ

　Ｏ十〇λ

　Ｏ十〇λ

24 － 32 λ

==8(2λ－1)2(4λ＋3)＝Oより

一

一

λ

λ

０

6χｙ

2χｙ

２

+2

－３

ｉ＝･←↓＋iト

ｙ戸2……　…j.

x=-l一

犬　ｙﾆ=2………

ケ
作
十
　
一

-

１
１

－24＝0

-32 = 0

λｹ¬3エ

(3λ÷4)

　尚０

とする

０
０

ニ8(4λ＋3)



２

弓
　３

一一　４
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○λ＝右のとき, 2(F十合Ｇ)＝２Ｆ十Ｇ＝(4×2－ 12ｘy＋8y2 － 48)十(ｘ2＋2ｘy － 3y2－ 32)

＝5×2－lOxy ＋5y2 － 80 ＝5(ｘ2－2xy 十ｙ2－ 16) =帽(ｘ－ｙ)２－㈲

＝５(ｘ－ｙ－４)(ｘ－ｙ＋4)＝0

○λ＝一昔のときｊ(Ｆ一昔Ｇ)＝4F － 3G ＝(8ｘに24ｘy＋16yト96)－(3が＋6ｘy－9yし96)

＝5×2－ 30xy ＋25y2＝5(ｘ2 － 6xy ＋5ｙ2)＝5(ｘ－y)(ｘ－5y)＝0

□λ＝ふとλ＝一万を組み合わせると次の四組の連立方程式を解くことになる。

ｘ一ｙ－４＝０

　ｘ一ｙニ０

ｘ－ｙ－４＝０

　ｘ－５ｙ＝０

ｘ－ｙ＋4＝０

　ｘ一ｙニ０

これらを解くことにより次の二組の解を得る

χ＝５

ｙニ１

χ＝－５

ｙ°－１

［２］の解法：

ｘ一ｙ＋4＝０

　ｘ－５ｙ＝０

{レレレ二二レダプゾレ
CL － AN ＝2(y2－6)十(3y2＋32)＝5(y2＋4)

ＢＬ一ＡＭ＝－3y － 2y ＝－5y

Ａ(ＣＬ－ＡＮ)2－Ｂ(ＣＬ －ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)十C(ＢＬ－ＡＭ)2

＝25(y2＋4)2－ 75y2(y2＋4)＋50ｙ2(y2－6)

＝－400(y2－1)＝－400(y－1)(y＋1)＝Oよりｙ＝１，－１

･=1・回{:ゴゴに飛引:淵工卜皿ダ肖ら回叫川

y=-i・リ{言言輩仕出本位伴匹・=-い白縮ヅ
［４］の解法：下の式から上の式を引くと

5xy － 5y2 ＝20　ｘy＝y2＋4

これはy＝Oでは成り立たぬからy≠Oとしてｘ＝

これを上の式に代入すると
(y2＋4)2

y2＋4

ｙ

－３(ｙ２＋4)＋2y2＝12
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｙ‾　　　　　"

(ｙ２＋4)2 － 3y2 (y2＋4)＋2y4－ 12y2 ＝O　－ 16y2＋16＝o　y2＝1

y＝1のとき・＝甲＝5｛;ゴ

y＝－1のときｘ＝キ＝－5

7例題7

ピ驚パゴダ

L
Ｏ

Ｔ
-
l

　
一
　
一

　
＝
　
＝

汗
リ

［１］の解法：計算の便宜上｛Ｆニ2が＋141ｙ＋30y2－4y＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　G°2χy＋8y－2＝0
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２十〇λ

７十λ

Ｏ十〇λ
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　７十λ　　　ｏ十〇λ

30十〇λ　-2 + 4λ

－２＋4λ　　Ｏ－２λ

一

一

２

λ

０

+7

　,λ＋7

　　30

2(2片一t)

＝２(λ３－２λ２＋5λ－４)＝２(λ－１)(λ２－λ＋4.)＝0よ

自然科学

◇　　　　０

釧2λニi）

▽　　－2λ

/りλ＝1:

y(F + G)゜万叫･{･ｃニ(・ト7xy + 15y'- 2yト･(（√ﾀﾞｿ1)＼

＝ｘ2＋8ｘy＋15ｙ2＋2y一寸＝ｘ2＋8yｘ十(5y一l)(3y十丿ﾉ…　………

＝lｘ十(5y－1)目ｘ十(3y十川＝(ｘ＋5y一汗(ｘ＋3y生仏〒,0こくり

にこ呪ゴ1スｉﾆl-5y　-5y95y-1ﾆ『5ｙ÷画＼白ｼﾆ0……:

牟四万ﾊﾙﾆﾚj･ｿｿ

..

ﾉlj
万
万』ｽ|ﾌﾟ

゜
|∇:ブ

①二二ヶ∧ﾉ:::‾!ﾉ゛ｻﾞ
,

ｻ]jﾋﾟ

:
:ﾉﾅｿﾞ

ﾄｰ5尹
y°3士りy三](にjLEt2厘tｘ二-3×3ヂi-1°

［３］の解法：

終結式

１

ｙ

ｏ

{ｘ2＋7yｘ十y(15y － 2)＝0

　　ｙｘ十(4y－1)＝0

　7ｙ

4y－1

　y

y(15y － 2)

　　　　0

　　4y－1

し==………万I………5＋，

5土石j＼.yTTﾏ

ﾅ
ﾉ
ﾕ

|ﾀﾞ

|

↓

〒

ﾉり俯

15y‘－ 30y3＋23y2－8y十1･　･.･

５土百ｖ。!±^/3i
＝(5y2 － 5y＋1)(3y2＝3y＋1)＝Oよりｙ＝喘

３－循
ｙ〒‾『‾

゜μ〕y“－ Dy 寸‾1ﾉりy“－6y + i.)=uよりｙニー10　y゛マ

これらの各ｙの値に対して，与えられた二つの方程式は共通根/としでのｘの値をもっが，それ

は当然下の眉こ関jjる一次方程式を満たすからÅ二仁方ごとし4･:としてニト：レートに。を求めれ

ばよい。

な乱とお

y　∠　y=，

Oｙ＝≒ｽﾞ｀’のとき　　　　　　　　　　　　　ｰ．　　　．．
二

」
ノニレバリゾンデ．∧］

y　5十百　　25-5　　　　2　　　　　　2　　＼　　　∧2十

　　　３＋おχ＝一丁

　　５＋百ｙニ‾廠□‾

oｙ＝≒声のとき　　　　　　　　　：　　　　：　･‥　ﾉ.

言

コ

言

1

心谷
)ジソノソ△4バソノ

y‾5一汗‾　25－5　‾　2　　　ｘ－　　2　　ニＴ　/＼2ﾉﾔ==l:.･.　:

　　3一面
χ＝一丁

　　5一汗
ｙニ‾面
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oy=ヅ見球＝壮戸(拝尹＝響則＝づL4=-5≠

χ＝－

５＋循
２

　　3＋Ji
ｙ°ヱ

≒=ヂ・半イ厄=6(贈)=ヅ

　　５一石χ＝一丁

　　３一石ｙニヱ

［４］の解法：下の式は当然ｙ＝Ｏでは成り立たないからｙｆ≠Ｏとしてｘ＝

式に代入すると（1‾4y）2

　　　　　　　　y2
+7(1－4y)＋15y2＝2y

∴(1－4y)2＋7y2(1－4y)＋15y4－2y3＝0

15y4 － 30y3＋23ｙ2－ 8ｙ＋1＝０

これ以後は[３]の解法に同じ。

2.8例題8
　に搬詰に1帽二回3

大囃∩にヅ証言な:
１＋2λ　　１＋λ　　１－λ

１十λ　　２＋λ　－１十λ

１－λ　－１十λ　５＋5λ

＝25λ（λ＋1）＝Oより

λ＝0,－1

０
０＝
　
＝

L
O

L
O

＋
＋

ｙ
ｙ

ｏ
ｑ
　
ｏ
ｑ

一

一

２λ十工

λ＋1

－（λ－1）

とする

λ＋1

λ＋2

λ－１

づλ－1)

　λ－1

5(λ＋1)

○λ＝Ｏのとき，Ｆ十〇Ｇ＝Ｆ＝ｘ２＋2(ｙ＋1)ｘ十(2ｙ2 － 2y ＋5)＝Oより

（1）（225）（1）匹x＝－(y＋1)土､/(y＋1)2－(2y2－2y＋5)＝－(y＋1)士､/－(yに4y＋4J

＝－(y＋1)土√二てy二‾i‾戸＝－(y＋1)土(y－2)i＝－(1不i)y－(1±21)

よってＦ＝[ｘ＋4(1－i)ｙ十[1＋2川][ｘ＋1(1十i)y十(1－2i)目

＝lｘ十(1－i)y十(1＋21)川ｘ十(1十i)y十(1－2川＝０

１

4y

-y

109

これを上の

　○λ＝－１のとき，Ｆ－Ｇ＝(ｘ２＋2ｘy＋2ｙ2＋2ｘ－2ｙ＋5)－(2×2＋2ｘｙ十y2 － 2ｘ＋2y＋5)

＝－ｘ2十y2＋4ｘ－4y＝－{ｘ2－4ｘ－y(y－4)|＝－(ｘ－y川ｘ十(y-4)[

　＝－(ｘ－y)(ｘ十ｙ－４)＝０

　□λ＝Ｏとλ＝－１を組み合わせると次の四組の連立方程式を解くことになる。

け(1寸言
=ヅi)ﾆ0け(≒響:に2i)=0ビ‾(1几≒≒‾2匹0

ド(≒帽:匹2卜0
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よって
x= ―1

ｙニー１

ｙ＝－１のときχ＝

ｙ＝２＋51のときｘ＝

y＝2－5iのときｘ＝

4(y＋3)2

６

６
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2(y＋3)

とする

χ＝２

ｙ°２

＋ 51

51

Ｘ‾１
・
１　
＝

　
ｙ

　
ｘ
ｙ

４
= 2-5i

＝2＋51

に昌⑤言①言言ﾆﾄにに書ﾂﾞﾑ|:(に言1難
　ＣＬ－ＡＮ＝2(2ｙ2－2y＋5)－(ｙ2＋2ｙ＋5)よ3y2－6y＋5∧　･。　万

　ＢＬ－ＡＭ＝4(y＋1)－2(y－1)＝2(y＋3)

　Ａ(ＣＬ－ＡＮ)2－Ｂ(ＣＬ－ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)十Ｃ(ＢＬ－ＡＭ)『

　＝(3y2－ 6y＋5)2－4(ｙ＋1)(y＋3)(3y2 －6y ＋5)＋4(町い2y＋5)(y＋3)2

・＝5ｙ4－20y3＋150y2－ 20ｙ＋145＝5(y4－4y3＋30ｙに4y十万29)=5(丿＋1)(ｙ2 －4y ＋29)＝0

よりｙ＝土i,2±51

　これらをそれぞれ上の二つの方程式に代入して，ｘの共通根を求めるのは厄介である。そこで以

下の便法を考える。それぞれのｙの値に対して，上の二づの方程式の共通根としてのｘの値は当

然上の二つの方程式を満たすから，上の方程式の２倍から下｡の方程式を引いた2(y＋3)ｘ十(3y2－

6y＋5)＝Oを満たさなければならない。だからそ元与れのシの値ふらｘニ6y⊇3ｙ⊇5として求

めればよい。

　　　　　　　　　6i＋3－５　ｙ°１のといcニ2（i＋3）ニ１

－6i＋3－５

2(－i＋3)

２＋51
-
　2（

2-5i
-　2

Ｘ‾１

・
―＝ｙ

ノ χ‾

戸ﾆ

Ｉ－３(２＋51

2＋51＋3)

一一3(2-5i

2-5i + 3)

1

5=

５

』２ニ5i

::＝２干:5i

　
ｘ
ｙ

１

= 2-5i

＝2＋51

十X = 2 + 5i{

y☆ト5j

［４］の解法：　　　　　　　　　　　　　　　…　…　……万……………

上の式を２倍すると2×2＋4ｘy＋4y2＋4ｘ － 4y＋10＝O□十

これから下の式を引くと2ｘy＋3丿＋6ｘ － 6y 十ﾕ5三Ｏ…　………

２（ｙ＋3）ｘ＝－（3ｙ2 － 6y ＋5）　　　　　　　　こ　レ　し　………万

ｙ＝－３は左辺をＯにして右辺をＯにしないから成＼り立たない。

よってｙ≠－３でＸ＝一
3ｙ2－ 6y ＋5

　2(ｙ＋3)

上の式をｘ2＋2ｘ(ｙ＋1)＋2yに2y＋5＝Ｏと変形して代入すると

(3仁二6y +ﾀ)し(3ｙ‾67＋l)(7＋1)＋2y2ニ2ダム∠（六白

　よって(3y2－ 6y＋5)2－4(3y2 － 6y ＋5)(y＋1)(y=十a).＋4(2y? －?y ＋5)(y＋3)2＝0

　これ以後は[２]の解法と同じ．　　　　　　＼．　　▽･　＼　<．＼　　　　　･･

２．９例題９　　　　　　　　　　　　　　　〉　∧しこ十　▽　十　　●、

　ｘ2－ 2χy＋3y2十χ一ｙ－２ニ0

×2－ 2χy＋3y2＋4ｘ－4y－2＝0

［１］の解法：計算の便宜上
Ｆ＝２×２

Ｇ＝ｘ２

4ｘy=＋6y2＋2冬二2y T 4.≠O:

2ｘy＋3y2十和Ｔ４ｙＴ２＝０
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２十λ　　－２－λ　　　１＋2λ

－２－λ　６＋3λ　　－１－２λ

１＋2λ　－１一２λ　－４－２λ

λ＋2 (λ＋2)

一

一

２λ＋1

(λ＋2)3(λ＋2)　－(2λ＋1)
２λ＋1 (2λ＋1)－2(λ＋2)

＝６(λ+ 2)(2λ２＋4λ＋3)＝Ｏよりλ＝－２

ﾐｰ(Ｆ－２Ｇ)＝ぐしＦ－Ｇ＝(ｘ2
－ 2xy ＋3ｙ2十ｘ－y－2)－(ｘ2 － 2xy ＋3ｙ2＋4ｘ－4y－2)

＝－3ｘ＋3y＝－3(ｘ－y)＝0

　{

ｘ2－ 2xy 十;ﾝU

?7一万ご}-4y－2＝0

X＝ｙ

{江

ｎ
乙
　
χ
Ｘ

１
４

2ｙ2－ 2 ＝2(y－1)(y＋1)＝0

χ＝－１

y = -l

]の解法：

に(2y－1)ｘ＋

2－2(y－2)ｘ十

(3y＋2)(y－1)゛O　Aニ1　B＝－(2y－1)

(3y2－4y－2)゜O　Lニ１　Ｍ＝－２(ｙ－２)

CL － AN ＝(3ｙ＋2)(y－1)－(3y2－4y－2)＝3ｙ

ＢＬ－ＡＭ＝－(2y－1)＋2(ｙ－２)＝－３

Ａ(ＣＬ－ＡＮ)２－Ｂ(ＣＬ－ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)十Ｃ(ＢＬ－ＡＭ)2

＝9ｙ2 － 9y (2ｙ－1)＋9(3y＋2)(y－1)

＝18(y－1)(y＋1)＝Oよりｙ＝１，－１

ｙ＝１のとき

ｙ＝－１のとき

　χ2一χ＝0

×2＋2X－３＝０

Ｃニ(3y＋2)(ｙ－1)

Ｎ＝3y2－4y－2

{(ﾌﾞﾌ)言≒仁心mi X=1#ら心叫;二

111

:にlにに川:言:帽二匹肖・=-1得尚槌二
［４］の解法：

下の式から上の式を引くと3ｘ － 3y ＝O　X＝y

それ以後は［１］の解法と同じ

2.10　例題10

　3ｘｙ＋7ｘ＋3ｙ－1＝01

5ｘｙ－3ｘ－5ｙ＋3＝０

に］の解法：計算の便宜上

Ｏ十〇λ　３＋5λ　　　７－３λ

３＋5λ　Ｏ十〇λ　　３－５λ

７－３λ　３－５λ　－２＋6λ

F＝6ｘy＋14ｘ＋6ｙ－2＝0

G＝10ｘｙ － 6ｘ － 10y ＋6＝０

一

一

０

５λ＋3

－(3λ－7)

とする

　5λ＋3　づ3λ

　　O　　づ5λ

づ5λ－3）2（3λ

－7）

－31

－1で

　＝－48(5λ＋3)(2λ－1)＝Oより

　卜寸寸

　○λ＝一昔のときｽﾄﾞIF一昔Gj＝ｽﾞﾄＦ-ｽﾞﾄﾞＧ＝(15ｘy＋35ｘ＋15y － 5)-(15xy － 9ｘ－ 15y ＋9)

＝44ｘ＋30ｙ－ 14 ＝2(22ｘ＋15y －7)＝0

○λ＝古のときＦ十古Ｇ＝(6ｘy＋14ｘ＋6y－2)十(5xy －3ｘ－ 5y ＋3)＝11ｘy＋11ｘ十ｙ＋1

= (llx十t)(ｙ＋1)＝0

□λ＝一旱とλ＝斗を組み合わせると次の連立方程式を解くことになる。
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門謡す0 (22ヅヤよo

り⊇レプ
1　十

口1・鰍Ｕ離に壮士回

゛弑にゴー(5y311＝一6(5y-3)(y + l)=0 J:り半卜ｉ

言言湊ﾑぐiﾂﾞﾄﾞjjやm ■・ノ

yニー1゛)とき{j;ズjo共通根ば1得られぷ万臨けご}≒ニ

[４]の解法:　　　　　　　　　　　　　　　　　　‥‥‥‥‥‥‥　　‥‥ﾚ

下の式より5(ｘ－1)y±3(ｘ－1)ｘ－1≠Oのどき∧y４訂ごｹｿﾄﾞ≠{△

これを上の式に代入すると讐ｘ十含＝ｏ　ｘ＝
1

－11
ｙニ

:ｿ１

一一∧Ｌ

３

－５ﾆ

　ｘ－１＝Ｏのときｘ＝１これを上の式に代入すると6y＋6＝0

2. 11　例題11　　　　　　　　　　　　　　　　□　才六犬……

χ＝－‾７７
　　　　∧１１

{こ言こ言二心

[１]の解法:計算の便宜上

ｙニ

に諮ﾌﾟ:ご]宍二にサｉ

５－５λ ０

λ＋1１十λ　　Ｏ十〇λ　　－５＋5λ

５－５λ　－５＋5λ　－２－２λ

Ｏ十〇λ　　１十λ

一

一

8(3λ－2)(2λ－3)(λ＋1)＝Oより

１ 　χ＝１

ｙ万一１

λ＋△1……－5ﾚ(λ¬1)

　0　　　　5j(λ－1)

弓寸

一
一

5(λ－|)……5･.･(λ.ニ1)∇･- 2･(ｊ＋1)

oλ＝－1のとき十(Ｆ－Ｇ)＝TF－1G＝(ｘyギ5ｘ/5y÷1)十(ｘy≒5ｘナ5y≒1)＝1oｘ －lOy

ニ5ｘy－5ｘ＋5y－5ｏ卜}のときＦ十|-G=(2xy + 10x- lOy-2)衣綸巾]半+16ト3)

＝5(ｘy－ｘ十y－1)＝5(ｘ･＋1)(y－1)＝O　　　白　　ト　十　　ニ

　ｏハ･§Fのお紆(Ｅナ晋Ｇ)＝か＋Ｇ=.(3・y､＋≒）町士jト＼聯y－lo叶lOy － 2)

＝5ｘy＋5ｘ－5ｙ－5＝5(ｘｙ十ｘ－ｙ－１)こ=5(ｘ－1バy＋1)７=0

１

＝10(χ－ｙ)＝O　　　　　　　　　　　　　　ト　l……　　∧　くト　　ノ

　ｍ＝今乱ニ{T゛組ふ合゛つ゛゛次０°組ｏ坪立叶?≠ﾒT解万で卜叩ﾆﾘ・

　　ｘ－１＝ｏ　ｘ－１＝ｏ　ｙ＋1＝ｏ　ｙ＋1＝Ｏ　　　＼　　　　　フ　{

ｘ＋1ニＯ

{

ｙ－１°Ｏ=

{

ｘ＋1゛Ｏ

{

ｙ－１ヨO　∧　　:……J.:I　　＼　　＼
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こtむらより求ｎ解０;二

□λ゛昔とλ゜‾1を組み合わせる方法|
いずれも同じ解{・゜１

ｋ°‾１を得る

ロドトとλ＝－1を組み合わせる方法　　　　　　　　　ｙニ１　ｙ＝－１

同１・９（帽ブド目

回式にゴー(ヤ1j＝10(y－1)(，＋1)＝oよい= 1,-1

ｙ＝１のとき
　6ｘ－6＝0{

－4ｘ＋4＝０

113

共通根ｈ＝１得ら心解{;ｊ

う＝－１・叫ﾆｵ二大三心o

共通根お＝－１得ら心解{江二

[４]の解法：

上の式から(y＋5)ｘ＝5y＋1　ｙ＝－５のとき左辺がＯで右辺がＯでないから成り立たない。

だからｙ≠－５としてよい。ｘ＝ドこれを下の式を(y－5)ｘ＋5y－1＝Oと変形して坏入する

と(y－5)肢ﾌﾟ丿＋5y－1＝O(y－5)(5y＋1)十(y＋5)(5y－1)＝0 10y2－10＝O y2＝1y＝±1

ｙ＝１のい・＝固ly二

ｙ＝－１のときｘ＝⊇jヰ{＝－１

2｡12　例題12

　×2十ｙ2ニ3　｛

ｘ2＋3ｙ2＝1

　［1］の解法：

１十

〇十

〇十

=-

λ

λ

Ｏλ

Ｏλ

(３λ

Ｆ＝ｘ２十ｙ２－３゛０

Ｇ＝ｘ２＋3ｙ2 － 1 ＝0

Ｏ十〇λ　　Ｏ十〇λ

１＋3λ　　Ｏ十〇λ

Ｏ十〇λ　－３－λ

一

一

χ＝－１

ｙ二－１

とする

λ＋1
０
０

+1)(λ＋1)(λ＋3)＝Oより

＝－か. -1. -3
‾　３”

　０

３λ＋1

　０

０
０

－(λ＋3)

　○λ＝－1のとき3(Ｆ一古G)=3F-G=(3×2＋3y2 － 9)－(ｘ2＋3y2－ 1)=2×2－ 8＝

2(;ｽﾉ?ｻﾆで友〇

Ｆ－Ｇ＝(ｘ2十y2二3)－(ｘ2＋3y2 － 1)＝－2y2 － 2 ＝－2(y2＋1)＝

‾JL(でﾆｻｿｽﾞﾑ)こク

ー3G＝(ｘ2十y2－3)－(3×2＋9y2 － 3)＝－2×2 － 8y2＝一2(ｘ2＋4y2)

＝－2(ｘ－2iy)(ｘ＋21y)＝0

　□λ＝－ぐしとλ＝－１を組み合わせると次の四組の連立方程式を解くことになる。
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にに几言に輩トによに　………

ごらふりお４贈二几ご寸言寸言で

□λ＝一言とλ＝－３を組み合わせる方法

□λ＝－１とλ＝－３を組み合わせる方法

［２］の解法：

いずれも同じ解を得る

２十(ｙ２－３)＝Ｏ　Ａ＝Ｉ　Ｂ＝Ｏ　Ｃ＝ｙ２－３け
十(３ｙ２－１)＝Ｏ　Ｌ＝Ｉ　Ｍ＝Ｏ　N = 3yに１

Eﾚここご‾3)‾(3匹1卜‾2(匹1)　＼十　＼

1六寸土詐言ニシ尚＋ｃ叫ゾゲ)2尚尚=しﾉ:ﾉ.･

う・い言岩]言言寸土中卜十年

得ち゛解{;ゴ{l言2　　　　　………　ニニ
=I
ニニ

下の式から上の式を引くと2y2＝－2

ヤズ，全ての解叫7二

2｡13　例題13

　四六ご:証言

［１］の解法：

２

一
―

y2＝－1これを上，下どち………ら万の式に代入してもｘ2＝4

パヤノビゴ

言こににか
１十λ　　Ｏ十〇λ　１－λ

Ｏ十〇λ　↓十λ　　１－λ

１－λ　　１－λ　　１十λ

一

一

λ
０

肪
肪
十

＋１ ＝０

０＝１＋
１

λ－1）

とおく

　　０

λ
ぐ

λ
λ
λ

ぐ
ぐ
　
一
　
一

－1)

＋]1)/

く＋１

＝－(λ＋1)(λ２－６λ＋1)＝Ｏより

λ＝－１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十　　　;………ﾄ……………………

Ｆ－Ｇ＝(ｘ２十ｙ2＋2ｘ＋2y＋1)－(ｘ２十y2－2ｘ－2ｙ十丿＝４(ｘ＋ｙ)＝Ｏより

し
＋／こ汀こ＋1テo

ｘ二－ｙ　2ｙ2＋1＝０ 巾ﾊﾞﾄ＝坊

［２］の解法：

χ‾ 一計

－一一７‾百

－--｀‾づ

天万
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　x'+ 2x十(ｙ＋1)２＝Ｏ　Ａ＝１　Ｂ＝２　Ｃ＝(ｙ＋1)2{

ｘ2－ 2ｘ十(ｙ－１)２＝Ｏ　Ｌ＝１　Ｍ＝－２　Ｎ＝(ｙ一１)２

ＣＬ－ＡＮ＝(ｙ＋1)２－(ｙ－１)２＝４ｙ

ＢＬ－ＡＭ＝２－(－２)＝４

Ａ(ＣＬ－ＡＮ)２－Ｂ(ＣＬ－ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)十Ｃ(ＢＬ－ＡＭ)2

＝16y2－32y＋16(y＋1)2＝32y2＋16＝16(2y2＋1)＝O'より2y2＋1＝O　y2＝

115

・
―

言７燧
　ここでｙの一つ一つを上の方程式に代入して共通根を求めるのは厄介である。ここで便法を用

いる。上の方程式の共通根は上の式から下の式を引いた方程式4ｘ十(y＋1)2－(ｙ－1)2＝Oを満

たす。即ち4ｘ＝(y－1)2－(y＋1)2＝T4yを満たすからｘ＝－ｙである。だから

ｙﾍﾟﾙのときｘ＝ぺ

χ＝

ｙニ

了

犬･＝一犬・1,･四

　［４］の解法：

　上の式から下の式を引くと4x + 4y = 4(x十ｙ）＝Ｏ　Ｘ＝－ｙ以下はに］の解法と同じ事にな

る。

2｡ 14　例題14

12×2十ｘy‾y2－4χ一ｙ＋2＝０

l　　ｘ2－y2＋2ｙ－１＝０

［１］の解法：計算の便宜上

４十λ　　　　１十〇λ

１＋Ｏλ　　－２－λ

－４十〇λ　－１十λ

F ° 4×2 + 2xy-2y'-8x-2y + 4°Ｏと

　　　　Ｇ＝ｘ２ － ｙ２＋2y－1＝O　　　　　する。

－４十〇λ

　－１十λ

　　４－λ

一

一

λ＋4

1

－４

　これはλの如何を問わず，恒等的にＯになる。

される。

　１

(λ＋2)

　－４

λ－１

λ－1　　－（λ－4）

だからλが何であってもＦ十λＧは一次式に分解

ｏλ＝－２にす芯と{-(Ｆ－2G)＝TF－Ｇ＝(2×2十ｘy－y2－4ｘ－y＋2)－(ｘ2 － y2＋2y－1)

‾χ 2十ｘy－4ｘ－3ｙ＋3＝ｘ2十(ｙ－４)ｘ－３(ｙ－１)＝(ｘ－３){ｘ十(y－1)}＝(ｘ－3)(ｘ十ｙ－１)＝０

　○λ＝－4にするとﾑﾚ(Ｆ－4G)＝TF－2G＝(2×2十ｘｙ－ｙ2－4ｘ－y＋2)－(2×2 －2y2 ＋4ｙ－2)

＝ｘy十y2－4ｘ－5y＋4＝(y－4)ｘ十(y－4)(y－1)＝(y－4)lｘ十(y－1)け(y－4)(ｘ十y－1)＝0

□λ＝－2とλ＝－４を組み合わせると次の四組の連立方程式を解くことになる。

川引工旱o{寸言o{竹川回
　４４り{;コ{

y

ゴ

2

土石3直線x
+ y-1ニ0ぢ}よ゛)点

　ところが{ｙゴ2及び{｀ニ3は｀十ｙ‾１°Ｏ上の点である゜

　ｘ十y-l = Oにおいて,y＝tとおけばｘ＝１－ｙ＝１Ｔｔだから(;)＝Gj十t(こ1j

で表される。

以上より全ての解は {に匹にヅ
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　[２]の解法：　　　　　　　　　　　　　　　　　　…………万　…　……J:‥‥‥　‥‥

　　2×2十(y－4)ｘ－(y＋2)(y－1)＝O　　　　　　　　　　　　　ニ。　{　　　　

ｘ２－(ｙ－１)２＝０

　Ａ＝２　Ｂ＝ｙ－４　Ｃ＝－(ｙ＋2)(y－1)　　　　　………y‥‥‥=………万一万･･｡･｡｡:　　　づ

　Ｌ＝１　Ｍ＝Ｏ　Ｎ＝－(ｙ－１)２　　　　　　　　　　　＼　　　犬

　ＣＬ－ＡＮ＝－(ｙ＋2)(y一1)＋2(y－1)2＝(y－ｎ(y‥－4)

　ＢＬ－ＡＭ＝y－4　　　　　　　　　　　　　　　　＼=…………1……　……＼……………

　Ａ(ＣＬ－ＡＮ)2－Ｂ(ＣＬ－ＡＮ)(ＢＬ－ＡＭ)十Ｃ(ＢＬ－ＡＭ)2　　ト

　＝2(y－1)2(y－4)2－(ｙ－1)(ｙ－4)3－(y－1)(y－4)2(y＋2)ﾉ＝Ｏは恒等的にＯだから，ｙは

何でも上の方程式がｘとしての共通根をもつ。さて，共通根は上の二つの式くを満たすから当然上

の式から下の式の２倍を引いた(y－4)ｘ－(y＋2)(y－1)＋2(ｙこ１Ｐ=＝=Ｏを満たさなければなら

ない。従って(y－4)ｘ＝－(y－1)(y－4)である。　　　　　　　十

　さて，ｙは何でも共通根としてのｘが存在するからy＝tﾚとおく。=………ｌ………　　……

　ｔ≠４ならば(t－4)ｘ＝－(t－1)(t－4)よりｘ＝－(七二1) = 1÷tよって，ｔ≠４ならば

・゜１‾ｔが解である。

　ｙニｔ

ｔ＝４のときは別に考える。

２(Ｘ－３)(Ｘ＋3)＝0

(Ｘ－3)(Ｘ＋3)＝0

　これから

しまう。

χ＝３

ｙニ４

このときｙ＝４をもとの

共通根はｘ＝３及びｘ＝

及び

以上より全ての解は

［４］の解法：

χ＝－３

　ｙニ４

χ＝３

ｙ三４

が得られるが

リ{ヅ

禅≠友壮んに大元川

{⑤1ﾘ:……‘ii．万丿万白=としそ{:゛;とで

ブ（１は全不呼９妙

=ﾚ……

…

………万
．

上の式から下の式の２倍を引くとｘy十y2－4ｘ－5y＋4＝0

(y－4)ｘ＝－(y2 －5y ＋4)＝－(y－4)(y－1)　　＼………J

y≠4のときｘ＝－(ｙ－１)＝１－ｙ　　　　　　　　　　十

2×2－18＝0

χ2－9＝0

ｔにÅまれて

　これを上の式に入れても下の式に入れても恒等的にＯになってしまう。だから直線ｘ十ｙ－１＝０

上の点なら何でもよい。　　　　　　　　　　　　　　　　=＼…………………j.･｡･j=　　　　ニ　　　　ヶ

即ち
Ｘ＝１－ｔ

　ｙ°ｔ
(tは４以外の実数)

ｙ＝４のとき下の式に代入するとｘ2－9＝Oで耳＝±3

しかしｘ＝－３はｔ＝４のときの１－４である⊃

よってすべての解は

2.15　例題15

２

χ＝１－ｔ

　ｙニｔ
（tは全ての実数）及び

χ＝３

ｙ°４

吋j↓Jy≒4J)連ll方程式“匹)式゛2倍す砂陽ﾔﾔ尹ﾉﾔ“斤＞

実質的にはｘ2＋ダ＝2一っしかないめと同じで原点中心(＼単複壮言円周土石全てｏ点である。

仁土ご知之皿という表し方もできる。　　　＼　＼

…

…

…

16　例題16

fｘ2十y2ニ4

tｘ2十y2ニ１
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　この連立方程式は結局の所，４≠１なので解は存在しない。

　　　　　　　　　　　　　　　　　二次曲線の交点について

　私が今までに述べた各解法のどれが簡単なのかは問題にょって異なるが，特に例題の１は答えが

簡単なのに，計算をやり通すのは相当の忍耐が必要であjる。勝手に問題を作ったからといって容易

に解けるとは限らない。中間に出てくる高々三次方程式や高々四次方程式がカルダンの解法やフェ

ラリの解法に帰着する非常に難しい場合もある。多くの実例で明らかなように全部が実根の場合も

あり，実根と虚根が混じっている場合もあり，全部が虚根の場合もある。虚実を含めて根が全くな

い場合もある。これらのことから，今までは見向きもされなかった二次曲線の虚の交点が脚光を浴

びることになろう。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　犬

　ニ゜(7)二次曲線僣:よ二い咳虚゛声゛)７交点０だ尚)ヅトy) +AG(・･ y) ″二次

の項，一次の項を全て消してしまい，０でない定数になるようなλが存在するときである。また０

になっ七しまう場合は実質的にＧ(ｘ,y)＝Oの一つしかないのと同じ事で，Ｇ(ｘ,ｙ)＝O上の全て

の点が交点である。

　　　　　　　　　　　　　　　三次方程式，四次方程式への応用

一元三次方程式ａｘ3十h2十cｘ十ｄ＝Ｏを解くにはｘ2＝yとおけば二元二次連立方程式

laxy十

二

X + by + d = 0或は{bｘ2＋1ﾑﾝ‾了こ(Ｖｄ＝ｏに帰着す乱　　　　　　二

一元四次方程式ａｘ4十bｘ3十cｘ2十dｘ十ｅ＝Ｏを解くにはｘ2＝yとおけば二元二次連立方程式

　　　　　ｘ２－ｙニ0

bｘy十ａy2十dｘ十ｃy＋e＝0
或は
{

cｘ2

　　ｘ２－ｙ°０

十bｘｙナａy2十dｘ十ｅ＝０
に帰着する。

　二元二次連立方程式を解くのに，中間に高々三次方程式や高々四次方程式が登場するが,＼逆に三

次方程式や四次方程式を解くのに二元二次連立方程式に帰着させる。どちらかで解ければよいが，

下手をすれば循環論法に陥るかも知れない。

５

二元三次、二元四次方程式への挑戦

１　例題1

　ｘ3＋ｘ2y＋ｘy2＋y3°1{

ｘ3＋4ｘy2＋6y3＝2

上の式の２倍から下の式を引くとｘ3＋2×2y － 2ｘyに4y3＝0

(ｘ－Ｊｙ)(ｘ十指y)(ｘ＋2ｙ)＝0

　　ｘ－､/2y = 0{

ｘ3＋4ｘy2＋6ｙ３＝２

ｘ＝Ｊｙ　６(Ｊ＋1)y3＝2　ｙ3＝

　　　､/2

にソ百万平石

　　　１ｙ＝ソ莉百竿石

いよ;‰

１

3(屹＋1)

　　　心・几承万平石

ｙ⊇百万平石

ｘ＝一溜y　6(1-､/2)y3＝2　y3＝－

Ｘ

ｙ

＿　心2
乱万百‾百

２

－‾ソ涼匹‾y

　　１

３(Ｊ＋1)
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　▽一　ﾄＪω十　…………………ﾀﾞﾉ〉
j=…
…＼＼ﾉ蒜=よﾄﾞﾉ……:.＼∧………ﾚ………し……=/〕

……ｙｼﾆ二居言言晋ト＼

り

……丿⊃万言言膏上万/jづﾉ………ﾚ
こj…

…j

　☆言卜汁］☆ゾ庁言］

]ノ

几示尚貢

万

……

ニノ

j

jjj

Ｉ

ニ宍

Ｉ

ニ

j

lj万jj

万=

万丿万jj万

レ

☆言

亦ノニ

∧☆士☆

ニ

…………

ニ=

j

こ

j

yｙllノテニjj

j

／ljj

ニ

ニ

ニ

ソ言尚

=

／j

／

=

jj

Ｉ

ノ

ノ

Ｉ

jj

，

jニ

Ｉ

I万

j

ニ

ノノj万

二二ノjjj

ﾚズ

…

…

:

:

j

/

ljﾌﾟ]じ|…

…

…

|

ﾆ

:

|

…

……

…

＼

＼

ﾉ

|l

j

万

に:

ﾉ

j
llj

万

万|

:

j

j

j

lll

5.2　例題2　　　　　………………

　ｘ.4｡十がダ十yj=口1　十／　　∧十六　{

しｘ2十妨壮丿７=･7…………………

ニ聯戸（ペプニ町維宍ｏ

終結式

1▽り　　ｙ

Ｏ＼１　　犬0

1j･　y　y.2“71

0し･1･　＼y＼

００　　１

Ｏ＼　０　　０

　０

　ｙ12

10

ｙ２÷

ｙ
ｌ

７

y'-21

　0

ニOし

＼Ｏ＼

　」196y!二980y' + 784　＼　..･.･.　　　　　･･･

ト＝196(虻二二5ｙ2十分= 196(yに!)･(ｙト＼4)＼＝:．

ｙニ1，Ｔ↓,2｡－2　　ぺ　＼＞　‥‥‥‥‥　　‥１

ｙヤ=ツノリ

χ＝１　　ニ

ｙ゛１　上白

ｙ＝一千のとき

χ＝－２　　‥

ｙ二－卜ご

ｙ≠２のjとき

χ＝圭一

ｙﾆﾆ２一

ｙ〒二2のと

χ＝－１

ｙニ¬2y　十

6.1　例題１

Ｘ４十万Ｘ２－２０Å０

χ２十次=ニレ6＝O･‥

X4＋

　χ2.’

χj･-20 = 0

－χ=＝6＝0

X.４＋4×２一一５･±０

Ｘ２＋2X二j3＝0

り

{ﾉ(：ダ

Ｘ４＋４が:-5 = 0

χ2.¬2χ-3 = 0

x･十ｙ十z = 6

が十ｙ3十ｚ3＝36･

xyz ・=6　ト

千万2)ﾉ≠oより

; X

i⇒≒2得られる解

i根揉ｊ=≠.1得ちﾚれ･る･解

X≠-1得:られる解

-

一

一
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　　　　　　　　　　　ｘ十(y十ｚ一6)＝O…(1)

ｘに関して整頓すると

|

が十(y3十ｚ3 －36)＝O…(2)

　　　　　　　　　　　(yｚ)ｘ－6＝O…(3)

(1)と(2)がｘに関して共通根を持つためには

１　ｙ十Ｚ－６

０
０
１

=-

１
０
０

　　０

ｙ十Ｚ－６

　　１

　　０

ｙ十Ｚ－６

１

０

　　０

ｙ＋Ｚ

　　１

　　０

　　０

　ｙ＋Ｚ

ｙ３＋Ｚ３

６

6

36

一

一

－(y'十z3 － 36)

　　　0

　　y十Ｚ－６

ｙ＋

０

Ｚ
１
０

６

(ｙ3十ｚ3 － 36)

　　0

　y十ｚ－６

ｙ３十ｚ3 － 36

＝－|(ｙ十ｚ－6)3－(ｙ3十ｚ3－ 36)l＝(y3十ｚ3 － 36)－(y十ｚ－6)3

°(y3十z3 － 36)－(y3＋3y2z＋3yｚ2十z3－ 18y'-36yz － 18z2＋108y＋108ｚ－216)

゜－3y2ｚ－3yz2＋18y2＋36yｚ＋18z2－108y － 108z ＋180＝0

即ちy2z十yｚ2－6y2－12yｚ－6ｚ2＋36y＋36ｚ－60＝O…(4)

(1)と(3)がｘに関して共通根を持つためには

１　ｙ＋ｚ－６

yz　　　－６
二－6－yｚ(y十ｚ一６)＝一tz- yz2＋6yz－6＝0

即ちy2ｚ十yz^ － 6yz ＋6＝O…(5)

(2)と(3)がｘに関して共通根を持つためには
１ ０ Ｏ　ｙ３十ｚ3 － 36

ｏ
づ
戸

づ
芦
０

ｙ
０
０

＝（

０
０

－６

6)3－yｚ(y3十ｚ3－ 36)

μ
０

－

yz

　0

６

－6

yz

　0

－6

yz

０

０

６

-yz

Ｏ
Ｆ
Ｏ

O　y3十ｚ3 － 36

－6　　　　0

yz　　　－6

゜－216－y3z3(y3十z3－ 36) ＝－y6z3－y3z6＋36y3ｚ3－ 216 ＝0

即ちy6ｚ3十y'z' － 36y'z' ＋216＝O…(6)

即ちもとの連立方程式が解をもつ為には, y, zに関する連立方程式

y2ｚ十yｚ2－6y2－12yｚ－6ｚ2＋36y＋36ｚ － 60 ＝O…(4)

y2z十yｚ2－6yｚ＋6＝O…(5)

y6ｚ十ｙ3ｚ6－36y3z3＋216＝O…(6)

が解をもたなければならない。

(4)と(5)をそれぞれｙに関して整頓すると

　(ｚ－6)y2十(ｚ－6)2ｙ－6(z2 － 6ｚ＋10)＝O…(4){

ｚy2十ｚ(ｚ－6)ｙ＋6ヨO･‥(5)

(4)と(5)がｙとしての共通根を持つためには

Z－6(Ｚ－6)2　－6(Ｚに6Z＋10)

Ｏ
　
Ｚ
Ｏ

　ｚ－６

ｚ(ｚ－６)

(z－6)2

　　6

ｚ(ｚ－6)

　　　　　　　0

－6(ｚ2 － 6z 十八Ｏ)

　　　　　　　０

　　　　　　　６

　＝36Z6－ 432z= ＋2088Z4 － 5184z' + 6948z' － 4752z + 1296

　＝36(Z6－ 12Z5＋58Z4－144Z3＋193Z2－ 132z ＋36)

　＝３６(Ｚ－１)２(Ｚ－２)２(Ｚ－３)２＝０

○ｚ＝１のとき(4), (5)に代入すると

119
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‾5y?＋25y‾3090{‾5(y‾2)(y‾3)当〕ふﾀﾞ:ら　　=聶　ｙ〒し3　y〒y3

　y2 － 5y ＋6＝O　　(ｙ－2)(y－3)fO　　得　れる犬{ｚよi　U = l

ところで に卜{に?４(6)糾Ｅすこゆ戸々緋。

叫ゴを(1)(2)(3)に代入すると

ヰ

共通根として

叫

洛

ｙニ３

Ｚ＝１

－２＝０

ぼうﾐﾙ
jT3x + 9)ﾆo

Ｘ ＝3得られる解

｜

を(1)(2)(3)に代入すると

８＝０

３χ－６＝０

χ＝３

ｙニ２

Ｚ＝１

χ－ 2＝0

(Ｘ－2)(X2＋2X＋4)＝０

３(ｘ－２)＝０

共通根としてｘ＝２得られる解

χ＝２

ｙニ３

Ｚ＝１

○ｚ＝２のとき(4),(5)に代入すると

{不才言∩ズづム‰ソヤ昿二れゴ

゛ニぶ{ニ1{で回(6)゛満゛すニ卵す特坪卜＼.j…
…

………

…:

(七琵１(1)(2)(3)正代入す白=　　　　　　　　………十　二ﾉ…………:j………j

χ－３＝Ｏ　　　χ－３＝０　　　　　　　　　　　　…………１　…………=………し‥　　‥‥才χ＝３

がー･27＝o　

l

Oに3)(が＋ｈ＋９)＝ｏ共通根号し七ん岫得ら乱る扉

〕

ｙ＝１

２χ－６＝０　　２(χ－３)＝Ｏ　　　　　　　　　　　　　　･．．･･．･･　　　　　　　．･　Ｚ＝２

○

は

ｙニ３

Ｚ＝２

－１＝０

Ｘ３

６Ｘ

を(1){2)(3)に代入すると

１＝０

６＝０

χ－１＝Ｏ　　　　　　　　　　　　　　／　　ヶト1　　　入‥

(Ｘ－1)(X2十Ｘ＋1)＝Ｏ共通根としl･(でＸざ1･･=¨得られ名解

６(χ－１)＝Ｏ　　　　　　　　　　　　　　十

○ｚ＝３のとき(4)バ5)に代入すると

に戸ツ‰ゴ{ズ≒川ヅヅ………｡
ﾕ､

……

４ら心叫江言江j　　　　　　＼　万……＼………:

ところで{ニA　も{ニjも(6)゛満/こす白リサぐ分ヵ≠こ

χ＝１

ｙニ３

２＝２

ｏに卜(1)(2)(3口ｓぢ

りぎ匹)言失

ぴ贈)¬o万

共通根として｀゜2得られる解

|ﾐ]ｽﾞ　　　　　

丿丁　＼

＼

:…………万………:万:

丿

叱二伴1)(にﾆｲ゛人お
づﾉ匹|□‰十

ヤ
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J゛゛゛レ(ニ？印夕りミヨ

6.2例題２

　yz = a(χ十ｙ十ｚ)　　　　　　　　　　　犬l

ｚｘ＝b(ｘ十ｙ十z) a, b, cは全てＯと異なるとする

　xy = c(x十ｙ十ｚ)

　ａｘ－(yz－ａy－ａz)＝O…(1)|

(ｚ－b)ｘ－b(y十ｚ)＝O…(2)

　(y－ｃ)ｘ－ｃ(ｙ十ｚ)＝O･‥(3)

(1)と(2)がｘに関して共通根を持つためには

z一b

＝|÷

－(yｚ－ａy－ａｚ)

　　　－b(y十ｚ)

　　－(yｚ－ａy － az) ― a(y十ｚ)

ｂ　－ｂ(ｙ十ｚ)－(ｚ－b)(y十ｚ)

じ
ｰに心Tご）

リ ａ　　　　　　－ｙ

z-b　－(ｙ十ｚ)

= z|-a(y十ｚ)十y (z ―b)( =z|yz― (a十b)y － az[ ＝0

(1)と(3)がｘに関して共通根を持つためには

a　－(yｚ－ａy－ａｚ)

y-c　　－c(ｙ十ｚ)

ニｙ

ａ －Ｚ

y-C　－(ｙ十ｚ)

＝
｜ a　　　　－(yｚ－ａｙ－ａｚ)－ａ(ｙ十ｚ)

y-C　－ｃ(ｙ十ｚ)－(ｙ－c)(y十ｚ)
づ ａ　　尚　　　一yz
y-c　しｙ(ｙ十ｚ)

＝ｙトａ(ｙ十ｚ)十z(y-c)| =y lyz-ay-､(ａ十c)z(=O

(2)と(3)がｘに関して共通根を持つためには

＝にｺﾞづ帽j=(巾)にﾆﾚ圧(巾)仁方=(巾)(（・)=，
zlyz― (a十b)y－ａ刈＝O･‥(4)|

引yｚ－ａy－(ａ十c)z[=O…(5)

　(ｙ十ｚ)(bｙ－ｃｚ)＝O…(6)

今4)よりｚ＝Ｏとすると(5)に代入してy(－ａy)＝－ａy2＝0よってｙ＝ｏ　　　万

また(5)よりｙ＝Ｏとすると(4)に代入してｚ(－ａｚ)＝－ａｚ2＝Oよってｚ＝０

よってy,ｚは共にＯかＯでないかである。共にＯならば当然(6)を満たす。

{ニド(1尚3)９入ぢ
り玉と

け０尚ぶ八

〕ﾆﾄ

岬うち゜

ｙ,ｚ≠Ｏならば(4)(5)より

{y２‾(８十b)y ―azニＯをこた
ｙｚ－ａy－(ａ十c)z＝O　満゛す

{J託言イ}言言)
これがｙとしての共通根を持つためには

㈱
－ｂ

z ―a

＝ｚ{ｂ(ａ十c)－c(ｚ－ａ)1＝ｚ(－cｚ十bc十ca十ab)=O

ｚ≠Ｏよりｚ＝bc＋7＋８b

　　　　　Ｃ

(ａ十c)
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これを佃に代人すると∧　　ノ・

．・．．　・．・．　　　・∧〉…………j………=．………=]=jjニy.レノj=.万=ゾy÷フレ1………∧・．=.宍・レ……=レ…………=……………

　几二

)レらん)牛回紅ザ……… (λ士汗(扉長よ長＼ノレレ
万，Ｉ

ニニど

万

kj

万

うゾJj

=

ｙkjも4万よ

，4=

ムソ(

Ｉ

kb)＼]jb=Ｊj↓，。士。h

ｙｙT百〒Ｔ７言ｂ

c・＋ニ(
蔵十ａｂ………ニ゜……ｂq1年

・cλ千レ織十雁＼Ｔゲ＼]j･
/=・=j.ノゾ。ｂ･･.(・.ぷ年い･･･＼万………＼………Ｔ…………j　ｂ･.

従って(4)(5)を満たす。………そして(6)を満たすこと心直ﾉ･

こめことから(1X2)は共通根をもうが‥‥‥‥ｿﾞｿ:ｻﾞ=…………=･=

I=
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　　　　　　　　　　　　　　　㎜　　　　　　　　･㎜　　　　　　　　■■　■　■■　　■■　　■■　■　　■　　　■㎜　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　■　　　　　　　■　　　■　■■■■■■■　　　■　■■■■■■　■■　　　■
　　　　　　　be　　　　ト＼　　　ｂ　

‥　　　　　　

ニc………………=………………ｿ…………＼……:]………ｿﾞｿ……∧……ﾌ……ﾉ∧ｹﾞ､…………]ﾔ……＼……………………

エ

(bけCa＋ab)y∠a(bc十(斑十柏)上a(bc十百千他)J……]ﾙﾙｹﾞ

…

………

…
…j

;;

.

..･･

　　　　be　　　　ト＼　　　ｂ　

‥　　　　　　

ﾆc…………
…

…
=
……

…

……

…

ｿ…………＼……:]………:万j
=jl

エ

(bc十ca+ab)ターac(bcナ叫十ab卜薩[聡十皿本血レ∠j･･:

j

.･俸

　　　＼　　十　　　＼　　　be　　＼十　　……
='
……li･…………ﾚ]トl＼………=…

…:jll･
､.

=f11

I･.･1=::･･･.･:･:j･:･.･

よ･
つべこｘ･＝

1)(97十油

で　　

万‥

‥‥　

‥‥　

‥

‥＼…

…

j＼万

…

…

……

＼

ﾉ::

＼………

:

こ

j

j
j万:j

･

･jj万

1

･

j

.

･

.I

lj

.

j･

.

･

.

万

.

に

れは(1旧)の共通根でもありバ1X3)の共通根で心ﾉあﾉり

し

=↓l j

I

従丿午う万=万

　　………

・＝

聡二管寸油………
………＼

し

＼

ﾉﾉ

j･

＼

|

:

1ｹﾞ:<…

…

＞＼＼……

j

.

l

..

yl

j

万

こやしょ

ﾉ

ｿ

匹

寸

言

＼

=

|

(叶

琵…

……

＼|:

j

＼
∧

||

|

＼

ﾉ

j………＼
…

……

万jに

に

j

jy

:

I

j

l

I

:

:

j

　　bc十ｃ･ａ十ab　　　　十
　ｘ‾　　　a

　ｿ=庸才勺

l　　

bc＋�十ab　　　　＞＼　■■
ｚ‾‾ﾆ　　　ｃ

＝･－=28ｙ2－＼40yｚ－12z2:干2邱≠O＼〉ニ

よって7yy＋10yえ＋3ｚy十叫天Oプ‥(4卜白..

巾と(3)がｘとしての共通根を持つためには

ｙ＋ｚ

ｏ

１

ダレ+ 2yz十ｚ2プ16

　　　　y＋z‥

　2y十ｚ＼

戸二ﾄ屁≠=＆ﾀﾞ十ab

全でを満たす。

ﾅ午2j徊:十が＋16）

戸谷Ａ
　＝(ｙ十ｚ丿(y2十yｚ⊇4) + (y' + 2y2十■l'- 1剛ﾌﾟり

＝－4y2→24yｚ － 20z' 十箭巳デO=　　　∧　∧　………I･･:.･.･

　よってダノ十町ｚ十玩y÷6ｔ=ﾋﾞOJ･･心)　‥　‥‥万万一.･

　②と(3)がｘとしでの共通根を持った雛には………j°=I:に:

1: y + 2z　yz十i2－ 12
０

１

０

１

ｙ十.2ﾀ

2ｙ＋ｚ　y +yz÷J4
１

レ　＜Ｏ　　□

ylz十丿一:12

　　ノレOニ

2y十ｚ＼　ｙ２十yｚ¬4

=一

zy≒i6）
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y2－ 4yz ＋3z2.－16＝O…（6）ニ

もとの連立方程式が解をもつ為にはy,ｚに関する連立方程式

　7y2＋10ｙｚ＋3ｚ2 一 64 ＝0…(4)l

y2ヤ6yz＋5ｚ2 － 64 = 0･‥(5)　が解をもたなければならぬ。

　ｙ2－4yｚ＋3ｚ2－ 16 ＝O…㈲

に言撰診≒jなご）
７十λ

５＋3λ

Ｏ十〇λ

５＋3λ　　　　Ｏ十〇λ

３＋5λ　　　　Ｏ十〇λ

Ｏ十〇λ　－64ニ64λ

＝－(い1)に二ぺぶ

一

一

λ＋7

3λ＋5

0

３λ

５λ

＋５

＋3

0

０
０

64(λ＋1)

＝－64(λ＋1川(λ＋7)(5λ･＋S)－(3λ＋5)刎

＝－64(λ＋1)(－４λ２＋8λ－4)｡= 256(λ＋1)(λ＝１)２＝０

○λ＝－１のとき　　　　　　　　づ　　　　　　　　　　◇　　　　　　　　　　　犬

Ｆ－Ｇ＝6ｙ2＋4ｙｚ － 2ｚ2＝2(3y2＋2yｚ－ｚ2)＝2(3y－ｚ)(ｙ十ｚ)＝０

○λ＝１のとき

Ｆ十Ｇ＝8y21＋16yｚ＋8ｚ2－ i28〒8(ｙ2＋2yz十ｚ2＝16)＝8･(y十ｚ－４)(ｙ十ｚ＋4)＝０

□λ＝－１とλ＝１を組み合わせると次の四組め連立方程式を解くことになる。

3y - z = 0

ｙ十ｚ－４＝０

３ｙ－ｚ＝０

ｙ十z + 4 = 0

こｵ1らよりに1

{帽

{言

ｙ二－１

Ｚ＝－３

ｙ＋2＝Ｏ＼

ｙ十ｚ－４＝０

ｙ十ｚ＝０

ｙ十ｚ＋4＝０

及び{;二二1が(6)を満たすことは容易に確かめちれる9

゛(1尚卵゛ヽすｏ巾ﾚﾊｼｼに§

共通根としてx = 0五万2

{江二　ｔ(1)(平に代入す心

ﾄﾞﾖﾋﾟ捌がり回iヽ=,|ﾐﾐ’

6.4例題４

レレ√
レ∧三白
(1)と(2)がｘとしての共通根を持つためには

1　－1　－（y-1）　　0
０

１

０

１　　ベ　ー(

-1－(ｚ＋1)･
１

－１

ｙ
ｏ
－1）

－(z＋1)

一

一

１　－１

０　１

０

０

０

１

－(y－1)

　－1

y-z-2

　－1

１
Ｃ
Ｏ

　　　　0

－(ｙ－1)

　　　　0

　－(ｚ＋1)

一一

１

０

１

123

　－1　　－(y－1)

y-z-2　　　　　0

　－1　犬－(ｚ＋1)
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０　　１ －１

２　－２トーベμ＋1）

０　２

1
0
0
ｑ

－

－２

－１

　　ト　ヶO↓∧＼

－(y＋1)犬上

　　‥‥‥O…………

－(ｙ2＋1)十

― (yz － 2ｙ寸 3)

　　－2

二万ﾄ

(2)と(3)がｘと/しての共通根を持づためには

1　TL･ .－(ｚ＋=1)
０

２

０

１
０
ｎ
乙

－

1〉　　－1

－2＼－(yｚ十干)

2　　　－2十

　　　－1

―(yzづ2ｚ＋1)

し　　－2…　…

　十　　〇
∧y

ﾉ

ﾉ

|:

一

一

０

０
０

一
一 yz-

以上より原方程式が解をへもり為には次のy. z
　　　　　･･　　　　　　　　　　　-･■　■　■■　　■■■■■■■

しド午ﾚ

…

…

……|

…

…

…

万

＼

＼……

…

……

…

＼

…………:

|:

j

ﾉ
:j

に

:

|

:j

jに

j

万j

=

::

:

=j

1万|万lに:ljjjにj/2lにjljjjjlﾉ:ﾉﾉﾉ||ﾉ|:ljにﾉﾉ宍/j

(4)よりy = z + 2づ引に代入すると(z + 2)z十臥本末牡＋ﾑ

ﾄﾞヰﾓ]訃卜十(……

|･

……

＼

|.

ﾉ

ﾉ

||

:

ﾉ:

:

:･

iﾉ

:･

|:

:

j/･

ﾉ

l

に

･j

ﾉ

:

･こ

･

･

.

･

.

ﾉ|･j

万

:

|

.

j/･

ﾕ.

:

jﾉ

ﾉ|･:

ﾉ

･に|

･

ﾉ

:

プブ自戸……

…

:2:ﾔﾅTﾌﾞﾆﾆﾚ

:

ﾄ

:|

=

|/

…

………＼:

ﾉ:ﾉ

ﾉ＼

:

ﾉl

jにj

宍

万丿

万

](鋲＋1)

徊卜御＋1戸＝０

ﾉもﾚたな=ければならない。

　ｙｚ－Ｚｙ
ょ
十Ｊ＝Ｕ・・‘Ｕ)J‥‥

‥
‥　　　　‥　‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥Ｉ………レ＝ノ:ニ……デト……=ミ……プ………☆………土プly=……ニ==プ………プ……1………………l

ｙｚ¬叙
二１止ｏ牛㈲　　

犬　　犬

＼　…………ノ…

…

ノ

…

…＼レ……＼j……＼=……》∧∧ノ＜△ノノ]j＼j

.

(･:

、.＼
レ万………jj=j

(4)ょりｙ＝ｚ＋２づ引に代入すると（ｉ十２)ｚ十牡湊午牡半か勁＼ケ…

…

ケ犬ノゾく＼……＼ノ………

z２－１=７0　z＝土１＼　‥‥‥‥‥‥‥
‥‥

‥‥1…………へ……jス
、………………＼………∇)]Ｉy:ダ・<ノ･･lj・ソ:。。==ノ……ヶ…………ニ∠j

y・ャ・1………＼……ノ

(6)に代入すると（2＋２)Z
－
2zヤ 1 ＝O　　　……Ｉj……Ｉ……………ニ＼ノ=j……レ………=万…………ヤ………jこ･]ノプj＼、……∧△……ニ……ニ.・1･==……〉…………ノ………

z２－１＝O　z・＝土1　　‥　ご　‥‥‥‥ニ　　∧……＼…………ノ………J∧……………レ=………レーj:jニソ・〉……………ノ:＼…………＼＞……………Ｉ，･.

z
ｙ１のときｙ＝３▽=　z=＝÷ｉのときｙ＝１………十…

…

j……万=ニ………1……ニ=………＼レ∧……
，

＼………ノノ…………J……ゾレノ十＼万………J･．･.jＩ.1ニ･

⑤づ| ｙ゛３
Ｚ＝１

に≒ﾆｉ(1雨戸l入寸戸

共通根としてx = 0, 1

χ＝１・

ｙ°１

z=-l

χ＝１

ｙニ１

Ｚ＝－１

i2し-x = 0ト=/.:1.1111;=･.

χ２－χ‾

２χ２ － ２ｉ

6.5　例題5　　　　　　　　　　………

　　ｘ2＋3ｘ十ｙ十Ｏ…(ｎ……　…　十‥‥‥　U

2＋41/⊥ﾄz = 0-(2)………　……Ｊ　　　･．

　ニｘ2＋5ｘ十ｙｚ･＝O…(3)………………

　(1)と(2)がｘとしての共通根を持つためには



1
0
1
0

一

一

3
1
4
1
1
0

０

　
＝
―Ｏ
ｙ
ｏ
ｚ

ｙ
３
Ｚ
４

Ｚ－

二元二次連立方程式の研究について（中田・永尾）

ｙ
３
　
一
４

　
　
　
　
　
Ｚ

Ｃ
Ｏ

1
-
I

1
-
(

1
-
1

1
0
0
0

３　　　　．ｙ

ｙ－３　－ｙ

ｌ　　z-y

一

一

ｙ

Ｚ

１

Ｏ
ｙ
ｏ

Ｚ

一

一

ｙ－３

Ｚ

(1)と(3)がｘとしての共通根を持つためには

１　３　ｙ　ｏ

０　１　３　ｙ

１　５　yz　ｏ

０　１　５　yz

＝ｙ

１

２

１

　３

yz-y

　５

＝ｙ

１

０

Ｚ

１　３　ｙ　ｏ

０　１　３　１

１　５　yz　ｏ

０　１　５　Ｚ

＝ｙ

１

０

０

゜ｙ

　　　3

yz一ｙ－６

　　　２

１

１

１

＝y(yｚ2 － 2yz 十ｙ－6z＋10)＝O…(5)

(2)と(3)がｘとしての共通根を持つためには

１　４　Ｚ　Ｏ

０　１　４　Ｚ

１　５　yz　Ｏ

０　１　５　yz

‾Ｚ

１

１

１

‾Ｚ

１
０
　
ｙ

４
　
一
　
５

　
　
Ｆ

１　４　Ｚ　Ｏ

０　１　４　１

１　５　yz　Ｏ

０　１　５　ｙ

‾Ｚ

１

０

０

yz

‾Ｚ

４

Ｚ

１

ｙ

ｙ

　3

z-y

　4

C
Ｏ

T
―
I

C
＞
3

1
-
1

1
0
0
0

１
O
Ｊ

Ｚ－１

4
1
1

1
0
0

０ １

ｙ

０

Ｚ

＝y2 － 2yz 十ｚ2＋4y －3ｚニO…(4)

ｙ
３

０
１

Ｏ
　
ｚ

ｙ一
　
５

Ｚｙ

　
ｙ
２

　
一
　
Ｚ
　
ｙ
　
ｌ
　
　
ｙ

　
　
＝

１

Ｚ
４

yz ― z

　　5

０
１

０

ｙ

－６

Ｆ
Ｉ
―

Ｚ

Ｚ－４　　－１

　　　　ｙ－１

（
Ｚ
１
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= z(y'z － 2yz － 4y 十ｚ＋5)＝O･･･(6)

だから元の方程式を解くためにはまず次のy,zに関する連立方程式を解かなければならない。

け2 － 2yz 十z2＋4y－3ｚ＝O…(4)

　y(yｚ2－ 2yz 十y－6ｚ＋10)＝O…(5)
に(ｙ2ｚ－2ｙｚ－4y十ｚ＋5)＝O…(6)

これは次の四組の連立方程式を7解くことと同値である。

IEｼyyｚ十ｚ2＋4y - 3z =0

二三二二

…(ｲ)

･㈱

　y2－2yｚ十z2＋4y － 3z＝0r-

－ 2yz 十y－6ｚ＋10＝O　…㈲

　ｚ＝0

　y2－ 2yz 十ｚ2＋4y－ 3ｚ＝0

y'2

－ 2yz 十y－6ｚ＋10＝O　…(ニ)

　y2ｚ－2ｙｚ－4y＋ｚ＋5＝０

(ｲ)の解叫江卜ある。

㈲と㈲が解をもたないことは容易に確かめられる。

(ニ)が解をもつか否かが最後の問題となる。
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　y2－2yz十z' + 4y一助＝O…(7)l

yｚ2－2yz 十y－6z＋10＝O…(お)

　y2ｚ－2yｚ－4y十ｚ＋5＝O…(9)

(7)(8)㈲をそれぞれｙの次数に整頓すると

　y2－2(z－3)ｙ十ｚ(ｚ－3)＝O…(7)|

(z－1)2y－2(3ｚ－5)＝O･‥(8)

　zr~ 2(ｚ＋2)y十(z＋5)＝O ･･･(9)

(7)と(8)がｙとして共通解を持つためには
１

(ｚ

ｏ

　　　－2(Z－2)　Ｚ(Ｚ－3)

1)2　－2(3Z－5)　　　　0

　　　(Z－1)2　-2(3z-5)

＝4(3Z－5)2十z(z ―3)(z―く1)=ト4(Ｚ－1)2(Z－2)(3Z－5)

＝Z6－7Z5＋6Z4＋46Z3－ 91Z2十Ｚ＋60＝(Ｚ－3)(Z3－.5Z2＋3Z十剛(Z2十z-4)=0

(7)と(9)がｙとしての共通根をもつ為には　　　　　　ニ　　　………

1　－2(Z－2)　z(z-3)
０

Ｚ

Ｏ

０

　　１

－２(ｚ＋2)

　　Z

－2(z－2)ｚ(ｚ－3)

　　Ｚ＋5　　　　　　0

－２(Ｚ＋2)　　Z＋5

(z－3)(ｚ3－ 5ｚ2＋3z＋5)(ｚに2ｚ－7)＝0

　(8)と(9)がｙとしての共通根をもつ為には

(ｚ－1)2　－2(3z－5)
Ｏ
　
Ｚ

　(z－1)2

－2(z＋2)

　　　　　0

－2(3ｚ－5)

　　　z＋5

＝Z6－ 10Z5＋27Z4＋16Z3－ 133Z2＋58Z＋105＝

＝(z－1)4(z＋5)≠4ｚ(3z－5)2－4(ｚ－i)2(z＋2)(3z－5)

＝Z5－ 11Z‘＋42Z3－58Z?－3Z＋45＝(Z－3)2(Z3－ 5Z.?,＋み十峠≠０

従って(7)(8)(9)の連立方程式を解くためには　　　　　　＼　　＼

　(Ｚ－3)(Z3－ 5Z2＋3Z＋5)(Z2十Ｚ－４)＝Ｏ　　　　　　　犬|

(ｚ－3)(zにｙ＋3z＋5)(zに2z－7)＝Oの共通根を求め柚よよい。

　(ｚ－3)2(z3－5z2＋3ｚ＋5)＝O　　　　　　　　　　･･ﾆｸﾞj…………　………J………………

z-3, z"- 5ｚ2＋3ｚ十5,ｚ2十z－4,ｚ2－2ｚ－7は互いに素だから

共通根はｚ－３＝Ｏ及びz3－5ｚ2＋3ｚ＋5＝Ｏの根であるよ　　ト=∧

ｚ＝３より(7)(8)(9)に代入すると

　y2－ 2ｙ＝O　　　　　y(y－2)＝01

4y－8＝O　　　　　

1

4(y－2)＝0

　3y2－ 10y ＋8＝O　　(y－2)(3y－4)＝0

さて，
ｙニ０

Ｚ＝０
を(1)(2)(3)に代入すると

共通根４/y＝2だかｽら

言白白ﾖﾚﾄに乙白……:ﾉﾉ

ﾘﾖ９　　　　　　……………ににyj

:
万万･j

{帽を田(2)(3)に代入すると

ｙニ２

Ｚ＝３

隣ヰﾖに于□ドトヅ÷ヽ＋|にトー－白い．



二元二次連立方程式の研究について（中田・永尾）

z3－5z2＋3ｚ＋5＝Ｏこれは簡単には解けない。

カルダンの解法で解いて下されば幸甚です。

平成10(1998)年９月30日受理

平成10(1998)年12月25日発行
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